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Résumeé

La fiche donne quelques illustrations des notions élémentaires de variance
locale et d’autocorrélation spatiale a la base de l'analyse des structures
spatiales. Ces deux notions utilisent des graphes de voisinage. Le test de
Geary, 'AFC des matrices de graphe, la diagonalisation des opérateurs de
Moran et I'analyse multivariée basée sur la maximisation de l'autocorrélation
sont des éléments préparatoires aux méthodes multimétriques.

Plan
0 — EXpérience préliminaire .............cceeeeeiiieeeeeeeeeeeeeeeeeen e 2
1 —Les comtés d’lIrlande..........cccocumiiiiiiiiiiiiiiiieeeee e 4
2 — Variance locale et test de Geary..........ccccouvvviriiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeen 7
3 — Autocorrélation et opérateur de Moran...........ccccccvvvnnnnnnnnnnnnnns 11
3.1 — L'indice de MOFAN ........uuveiiiiiiiiiiiiiiiieeee e 11
3.2 — Opérateurs de VOISINAQES.........eiiieeeeeeeeieeeeeeeeiiiiiinn 12
3.4 — AFC et graphe de voiSiNage ..........cccevvvvieiieieiiiiiiieeeeennns 13
3.5 — Vecteurs propres de VoiSiNage ........coceevvvvvveeeeeeeennnnnnnnn. 16
4 — L'analyse globale...........oooo e 18
ol O 0] (o3 U] o] o USRS 22
RETEIENCES ...ttt 24

D. Chessel, J. Thioulouse et S. Champely

ADE-4/ Fiche thématique 7.3/ 97-07 /| — page 1



0 — Expérience preliminaire

L’ ordination sous contrainte spatiale est un sujet un peu paradoxal. La majorité des
observations écol ogiques sont référencées au temps et al’ espace. L’ information spatiale
(mode de dispersion dans I'espace concret des points de mesure) entre cependant
rarement, de fagcon explicite, dans le traitement des données, bien gqu’elle apparaisse
dans nombre d’ éudes au moment de I’interprétation. Le premier article sur I'ACP en
écologie (Goodall 1954 1) comme I'un des premiers articles sur I’ AFC en écologie
(Hatheway 1971 2) cartographie des coordonnées factorielles et notent I’ efficacité de
cette pratique. Hill 1974 3 comme Estéve 1978 4 représente les coordonnées factorielles
le long d’un transect tout comme Dessier et Laurec 1978 > les représentent en fonction
du temps. Dans tous les cas, sans introduire la structure du plan d’ observation (stations
sur une carte, placettes sur un transect, prélévements dans une chronique), on obtient
avec les analyses classiques une expression parfaitement satisfaisante des résultats
exprimés dans cette structure. On peut pour s en convaincre reprendre |’ exemple traité
par J. Esteve dans |’ article précité.

Aller alacarte Steppe de lapile ADE-4¢Data :

ADE-4+Data =——o7_115

teppe (512.37) |@
¥ | 11101100100 1000 1000000 100000000000000
2y | 11101000100 1000000 1000000000000000000
512 placettes de 1 m2 sur un tra
y |37 espéces

Faire avec le champ de gauche un fichier Steppe.Car. Le passer en binaire (Steppe
512-37). Utiliser EcolTools : SelectTaxa pour éliminer les especes rares. Le programme
édite par ordre croissant le nombre de présences par espéce. Si on ne garde que les
espéces présentes au moins 10 fois, il ne conserve gue 24 colonnes dans le fichier de
sortie (SR 512-24).

= selecllama 0o
Matri input file |steppe | s12 37
Option: labelling file |LaheI_Esp |

Output file name |sn |

Minimal frequency [10 |

Ilnput data file: Steppe  Rows: 512 Col: 27
Input label file: Label_Esp

Output data file: SR Rows: 512 Caol: 24
Output label file: SR_label
Selacted taxa

|Hew=Former |Mew=Former |Mew=Formet |MHew=Former |Hew=Former |

| 1= 1] 2= 2] 2= 2| 4= 4| 5= 5|
| &= &1 3= 71| &= 2] 9= 9| 10= 10|
| 11= 11 ] 12= 12| 1= 12| W= 14| 15= 15|
| 1= 16] 17= 17| 1= 12| M@= 19| zo= 20 |
| 21= 21| 2z= 22| 23= 23| 24 = 24 |

1- Noaea mucronat a 13- Fagoni a kaherina

2- Pl antogo al bi cans 14- Lygeum spartum

3- Hernaria fontananensii 15- Peganum har nal a

4- Stipa parviflora 16- Koel eri a pubescens

5- Heli ant henum hi rtum 17- Stipa retorta

6- Poa bul bosa 18- Anacycl us cl avat us

7- Anabasi s O opedi orum 19- Stipa barbata

8- Sal sola vermcul ata 20- Schi smus bar bat us

9- Atractylis serratul oi des 21- Bronus rubens
10- Artemisia Herba Al ba 22- Echiumhunml e
11- Pithuranthos scoparium 23- Hypocrepi s scabra
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12- Teucrium pol i um 24- Hedysorum spi nosi ssi num

Editer le tableau SR (512 placettes alignées sur un transect de 5 km, présence-
absence de 24 especes végétales d’ une steppe semi-aride) avec Curves : Bars.

El Curves B————————""H12
(| NN N
|| [
LIl W1
L i
1 | (W]
(000 01 DO RIBLT O O IIIIIIIIILIIlllI II.IIIIIIIIII
— T ][
L1 {1/ L
| | BLRIE| | N 1]/ i
| L NI | I V[T 1
LLLLIARAN LI AN
I |l T | I
I | IIIIIII.I .

R0 (01 I | | AR 1|
| /"] i Al
[ I T AT LI
LT LI — I [ ||
LLN LI I 11
1

Fairel’ AFC de cetableau :

COrrespondence Analysis £ I I | | | | | | | | | | I | | I I I 1

=l Numberofases? [ |

Faire ensuite |’ ACP centrée de ce méme tableau :

_ IIIIIIIIIIIIIII||||
{ Covariance matrix PCA
SR Number of axes ? l:l

Utiliser Curves: Lines pour restituer I’ évolution, le long du transect, de la premiere
coordonnée de chaque analyse. On notera I’ é&roite similitude des deux résultat et la
possibilité de faire dans un cas comme dans I’autre un découpage de I'espace qui
integre la structure multispécifique du tapis végétal. Tout se passe comme si la structure
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spatiale sous-jacente intervenait directement, alors qu’il n’en est rien. Cette intervention
active, qui semble dans le cas présent inutile, est le fait des méhodes d’ ordination
locale et globale.

e Curves e ¢
1 ‘ 1 M
E Lines =V——
=
SR.fcli
E01 Curves B

I L
[
=
B

SR.cpli

Si les points de mesure se suivent le long d un transect le seul numéro d ordre des
lignes des tableaux de données contient toute I’information de proximité entre points,
gu’'on s’en serve ou non. Dans tous les autres cas cette information doit étre intégrée
explicitement.

1 — Les comtés d’lrlande

On utilisera pour les illustrations un des jeux de données les plus célébres de la
statistique spatiale, celui des comtés d’ Irlande de Geary (1954)6. Le matériel nécessaire
est donné dans les cartes Irlande et Irlande+1 de la pile ADE-4sData.

"Geaxy’shishdataﬁ—lz |@] ‘Reﬁmnmspnhales Link

1

.

. o 51 168 127 1
318,460,213,67, 4 o o LSt 178 183 1

| 401.5600,.39.92. 24 S1 180 195 1
— 3 15

v [1-<10E : 1ol BT 168 2161
2-10-50)

! Fond de carte des dis g; }gi }gg :

vjRf|1SE9 Digitalisation surfacl g 25 167 113 1

CEEE ie-20 © de &2 151 99 1

CIE]|E 2 phic 5.4. 52 130 84 1

N - 181 Rue Goury , 52 137 105 1

, 511 BEF 16 F 67210 Chernai 52 142 112 4

£ 5 15

| Tel 954073 12 53 B3 206 1

, T—<10E] 53 102 104 1

S d!str‘!cts d* Irlar 2-10-5 =7 S2 106 179 1

, |be distriet F (DUBLI 2350 4 53 84 171 1
Code des wariables 4-Hi 1o §3 72 170 1

Ll 5 idg 4n 0S4

Récupérer tous les fichiers dans le dossier de travail. Lire le graphe de voisinage
(NGUtil: Text->Graph) :
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EDE Text->Graph

Text input file |l3raph.e|:|it |
Total point number |25 |
Output file name | Ire |
EOIe—————rlitbraph e0n—o-—————
Graph input file [I=] [ire_c.gpi | 25 1 ‘
. . I 11
- AR IV IV I (PR 1..
L I I R 1....
AU U R I 11
L L
R 1..11.1....
1.« 1.............
1...... . 1., .. 1.1...... 1
1....... L I 11.1
1...... 1ie, . ... 1..1....
1..1.....%1 11.....
1. .1... .« ... 1....
1........ 1.%, . 1...1..
............. o 11 ... ...
..... 1. ... 11, ...
1..... 1..... 111, ...1..
| I 1.1e ...
..... 1.1.1..... 1.1 1.1
R 1.1.1..1#1. .1
.......... 1...1. .. 1= |
1.1 111,001, =1
T D D, 1.1
| I 1..1.11.. .= |
1....... ... .. 0 . 1.8
1...... L 1.

La matrice de voisinage M indique a lalignei et ala colonne | si le comté i est
voisin (1) ou non voisin (0) du comté j. Labelliser le fond de carte et vérifier la
cohérence de I’'information en placant la relation de voisinages sur la carte (Maps) :

EO——————"—1abels

Background map (Pict file) ||Irish_l:artu |

HY file [1rish_y | 25 2

Label file (or #) [] [code_Dist |

[EC=—————— neighbouring relationship

Background map (Pict file) [1rish_carto |

HY file [1rish_ny | 25 2

Label file (or #) ||:ode_nist |

Neighbouring relationship | Ire_G.gpl | 25 1
El Maps
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Normaliser les données avec Bin->Bin : Centring :

EO=—-—-— centring
Input file ||1 25 12
Option: file for row weight [irestpl 25 1

Option for H matrix (no default) |3
Dutput file =] o

Cartographier par valeurs ponctuelles :

|§D§ lalues BieF—"-—

Background map (Pict file) I@
RY file [=[irishowy
Label file (or #) I:
Input data file =[N

Cartographier encore par unités surfaciques :

|§D§ Gray levels areas ===

Areas file @
Data file o~
Uariable label file 1= [dode_var _
Same scale for all col. (no=1) I:

Implanter une grille pour les courbes de niveaux :

E Lattices

[[E————————= Create_Bkgnd

Generic output name lni
Row number (default = 10) ’207
Column number (default = 10) [ IE
Pict file for background I@

———ddade’'|d9|li - = File creation for lerels module:
S I=V=i———————— LattiTolLevel =

- Quadrat definition: A.rect
Lattice file |H.Iat Summit coordinates: A.summ
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|§D§ Prepare =FF——72

Grid definition (.rect) A.rect

Point positions (#Y) =) [irish_wy
Background map (Pict) I@
Output file name lﬂi

Te———— § gray levels ——=
Grid definition (leve) [ [Ateve
Data file =)o
Number of neighbours ? =
Uariable label file (or #) (1= [dode_var

L’impact visuel des courbes de niveau étant trés supérieur a celui des autres
représentations, on doit veiller a un usage controlé. L’option GraphUtil : 2DL owess
Residuals de permet de connaitre les résidus de prédiction en chaque point (rapportés a
I’ écart-type de départ). On noterait en I'utilisant que I'erreur de prédiction est
systématiquement forte, pour toutes les variables, sur le district isolé du nord.

2 — Variance locale et test de Geary

L’ouvrage classique de Cliff & Ord 7 présente deux tests de signification de la
structure spatiale d’une variable. Le premier est celui de I'indice de Geary. Il utilise la
notion de graphe de voisinage.

Pour comprendre la signification de cet indice une réécriture de la notion de variance
est indispensable. Elle a été faite par Lebart 8 et le procédé a été utilisé indépendamment
par Light & Margolin © dans un autre probléme. Soit un exemple numérique trés simple
comportant 5 observations a, b, ¢, d et e. Supposons larelation de voisinage suivante :
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Dans les cercles figurent la valeur de la variable en chacun des points. En supposant
une pondération uniforme des 5 mesures la moyenne vaut m = 0 et la variance vaut

(22+(-1°+(0°+ (1P +(2?
5

Var = =2

En général pour n observation X;,---,Xj--- X, de poids py,---, B--- pn la variance est
définie par :
g c'ﬂ 2
X=a px et Var=a pi(x - X)
i=1 i=1

Cette méme variance peut se concevoir comme une fonction de toutes le différences
deux adeux entre les n mesures.

alb|lc|d]|e
al0|-1|-2[-3|-4
bl1[0|[-1|-2]|-3
c|l2|1[0]|-1]-2
d{3|2|1([0]-1
e|ld4]| 3 110

Lamoyenne (sur les 25 couples) des carrés de toutes | es différences deux a deux vaut
100/25=4 soit deux foislavariance. En généra :

g on 2
var=(3)a & np(x - x;)

i=1 j=1

On retiendra larelation fondamentale :

g g 2 4 2
a a Pipj(Xi- Xj) =2a p(x - X)° [RY
i:].j:]. i=1

L’intérét de cette observation est de séparer les couples de points en deux catégories,
les couples de voisins d’ une part, les couples de non voisins de I’ autre.
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al b d| e
al 0| @ -3 -4
b|@| o 2l -3
c|B[ B
d| 3] 2 0| -1
el 4] 3 110

La somme des carres des différences (100) se décompose en somme sur les couples
de voisins (22) et somme sur les couples de non voisins (78). La variance (100/50) se
décompose en deux parties (22/50 et 78/50) appelées respectivement variance locale
(entre voisins) et variance globale (entre non voisins). En genéral :

Var :(}é)a pipj(xi - xj)zz(}é) é |qu(xi - xj)2 +(%) é pipj(xi - xj)2
i

i voisinj i non voisinj
Var = Var . +Var g,

Ce point de vue a |’ avantage de la simplicité et un inconvénient issu du fait que dans
la plupart des cas une écrasante majorité de couples sont des couples de non voisins. La
variance local e représente a ors une toute petite partie de la variance totale.

II'y a plusieurs maniéres de se servir de cette observation. La premiére en date sert a
tester la signification de cette variance locale pour une variable donnée. C'est I'indice
de Geary. On note sur |’ exemple, que, puisque la variance totale est la moyenne pour les
25 couples des carrés des différences, mais que seulement 20 couples sont utiles (les 5
autres valeurs sont forcément nulles). 11 vaut donc mieux considérer que la variance est

lamoyenne sur les couples utiles. Ici lapondération est uniforme (p; =1/n) :

Dans I’exemple, on obtient 100/40, soit 2.5. On retrouve |’ estimateur habituel d’ une
variance. On peut se demander si la moyenne des carrés des différences sur |’ ensemble
des couples voisins seulement n‘est pas un autre estimateur de cette variance :

n
a (N - Xj)z

ivoisinj

A 1
Vige = —
loc om

ou m désigne le nombre de couples de voisins (chague paire est comptée deux fois, un
point N’ étant jamais voisin de lui méme). Dans I’ exemple mvaut 10 et |a quantité 22/20.
Si il 'y apas de structure spatiae les valeurs des carrés des différences entre voisins
sont en moyenne les mémes que sur |I’ensemble des couples. On s attend a ce que le
rapport de la variance estimée localement sur la variance estimée totalement soit egal a
1 ou encore que::

ﬂ 1-c¢

c= g =
V S " Ect(c)

ne soit pas significativement de 0. La quantité c est |e coefficient de contiguité de Geary
et Ig est la valeur normalisée de -c. Le dénominateur est |’ écart-type du rapport des
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variances estimées. |l est connu dans deux modeles, respectivement N (les observations
sont un échantillons d’une loi normale indépendante de la structure spatiale) et R (les
observations sont un cas arbitraire parmi les n! possibilités de placer les valeurs
observées sur les n points de la structure spatiale). Dans |I'exemple le rapport des
variances estimées encore noté c vaut 1.1/2.5 soit 0.44. Implanter lesvaleurs-2, -1, 0, 1,
2 dans un fichier binaire ZQ (5-1). Implanter lalistedes arétes (12,1 3,2 3,34, 35)
dans un fichier texte.

Exécuter NGUHil : Edge->Graph :

|§D§ Edge->6raph E=Fie0F———"——
Text input file |za.tut |
Total point number |5 |
Binary output file |21 |

Meighboorhood relation reading

Input text file: za.txt

Meighboorhood graph in binary file: z§G

It zontains graph matrix (LEBART's M2 with 5 rows aond columns
Meighboorhood weights in binary file: =fGpl
It contains 3 rows and 1 column

Symetric neighboorhood mateix o for 02

L AR

1L 2

11811

LR

1w

Lancer NGStat : Geary Test :

Neighboorhood matrix 236 | 5 s
Input file 1=][za | 5 1
Geary Autocorrelation test

Meighboorhood graph: z$G

Oata matrix: zq

Foint number: 5

I=—=1 | | | | |
I H*l & obserw. | Test H I Proba I Test R I Proba |
|=—=1 | | | | |
| 1] 4.400e-01| 1.462e+00| 7.184e-02| 1.68%e+00]| 4.556=-02]
I=—=1 | | | | |

On retrouve la valeur de I'indice c (.44) et son niveau de signification dans les deux
modéeles. On ne peut accorder de signification a ces tests que pour des valeurs
suffisantes du nombre de points (n = 20).

Exécuter le test de Geary sur les données d’ Irlande :

eemem—m————fean sl oo
Neighboorhood matrix [ [irishs6 | 25 25
Input file =)o | 25 12

Geary Autocorrel ation test
Nei ghboor hood graph: 1rish$G
Data nmatrix: Q

Poi nt nunber: 25

| 1] 3.477e-01| 4.314e+00| 8.014e-06| 3.902e+00| 4.779e- 05|
| 2| 5.840e-01| 2.751e+00| 2.970e-03| 2.376e+00| 8.750e- 03|
| 3] 3.925e-01| 4.018e+00| 2.939%e-05| 4.719e+00| 1.184e-06]
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| 4] 3.418e-01] 4.353e+00| 6.716e-06| 3.771e+00| 8. 135e-05
| 5| 1.026e+00| -1.707e-01| 5.678e-01| -1.668e-01| 5.662e-01
| 6] 6.533e-01] 2.293e+00| 1.093e-02| 2.080e+00| 1.875e-02
| 7| 8.686e-01] 8.689e-01] 1.925e-01] 7.387e-01] 2.300e-01
| 8 6.148e-01] 2.547e+00| 5.425e-03| 2.590e+00| 4.796e-03
| 9] 5.124e-01] 3.225e+00| 6.306e-04] 3.599e+00| 1.597e- 04
| 10| 8.141e-01] 1.229e+00| 1.095e-01] 1.235e+00| 1.085e-01
| 11| 5.267e-01] 3.130e+00| 8.733e-04] 3.350e+00| 4.045e- 04
| 12| 6 2 9 2 5.357e- 03

. 465e-01| 2. 338e+00]
| |

. 689e- 03|
|

. 552e+00)
|

On aencadré les résultats de la variables 4, qui sont conformes a ceux de Cliff & Ord
(1973 op. cit. page 57). La confrontation de ces statistiques au cartes des variables
siimpose. La question sera aors clairement posée : devant une série de cartes plus ou
moins simples : comment faire leur lecture simultanée, leur synthése, voir leur
ordination ou leur classification en plusieurs types ? On utilise pour répondre a cette
question les opérateurs de voisinages 19que nous appelons aussi opérateurs de Moran.

3 — Autocorrélation et opérateur de Moran

3.1 — L’'indice de Moran

La notion d’autocorrélation spatiale mesure essentiellement la ressemblance entre
voisins. L’idée est initiadlement celle de Moran (1948)11. L’indice d'autocorrélation
spatiale de Moran est décrit dans I’ ouvrage de base de Cliff & Ord, en paraléle avec
I"indice de Geary qui a une fonction voisine. Utiliser les tests de Moran ou ceux de
Geary donne des résultats voisins. Si un test d’ autocorrélation est nécessaire on utilisera
donc celui de Geary. Mais la différence des principes de base est sensible.

L'indice de Geary dit s la variabilité entre points voisins est plus petite,
significativement, qu’attendue d’un modéle aéatoire. L’indice de Moran dit s la
ressemblance entre points voisins est plus grande, significativement, qu’ attendue d' un
modeéle aléatoire. On comprend bien que la nuance n’est pas fondamentale. Par contre,
les analyses locales, basées sur I'indice de Geary, cherchent la structure de la variance
entre points voisins. Les analyses basées sur I'indice de Moran cherchent, al’inverse, la
structure de la ressemblance entre voisins. La nuance s apparente a une antinomie
compléte d' objectifs.

La difficulté vient de ce que la variance de voisinage est une forme quadratique et a
été intégrée naturellement en analyse des données. La notion d’ autocorrélation spatiale
ne I’est pas. Son intégration en analyse multivariée n'est pas naturelle. Tentée par
Wartenberg (1985c) 12, cefte insertion n'est pas optimum du point de vue
mathématique, tout en étant tres |égitime du point de vue expérimental. On rapprochera
cette tentative des travaux du méme auteur pour utiliser I’ autocorrélation spatiale dans
I"interprétation d'une analyse ordinaire (Wartenberg 1985b)13 et pour approfondir
I’'usage des coordonnées concrétes dans |'espace comme données numériques
(Wartenberg 1985a)14.

L’indice de Moran est défini, dans les notations de paragraphe 2 par :

n é_ (Xi - X)(Xj - X)
i voisinj
4 \2
ma (X - X)
i=1
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On reconnait la moyenne pour les couples de voisins des quantités (x| - >'<)(xj - >‘<)

rapportée ala moyenne des quantités (>q - >'<)2 . Lavariance totale qui intervient dansle
c de Geary est donc la variance estimée (calculée avec n -1) et celle qui intervient dans
le | de Moran est la variance descriptive (calculée avec n). Il ne Sagit pas d’ une
imprécision, bien au contraire. Les deux indices ont la méme logique dans deux cadres
complémentaires. On notera toujours M lamatrice a n lignes et n colonnes dite matrice
de voisinage ou mjj =1 s i et] sont voisins, mj; =0 dansle cas contraire.

O 11 0 0y
d 01 0 0d
M=€ 1 0 1 1
© 010 o
© 01 0 of

Cette dtructure de voisinage en appelle deux qui servent de références,
respectivement :

O 111 1y & 00 0 Oy
& 0 1 1 1 @ 100 04
Uy-1,=6 1 0 1 10 | =% 0 1 0 0d
¢ 110 20 % o001 od
& 1 1 1 of & 00 0 1Y

On notera toujours U,, lamatrice an lignes et n colonnes dont tous les & éments sont

égaux a 1. Dans la premiére un point est voisin de tous les autres sauf de Iui-méme,
dans la seconde un point n’est voisin que de lui-méme. Alors :

I U R CR
. (i,j)voisins[M] | = —(1j)voising M]
1 o 2 1 o)
. a(x - x = als-x)x-x
2n(n- 1)(i,j)voisin3[(Ur:- In]’) " (ig)voising1 o] ki)

Dans le premier cas, la variance est la variabilité moyenne entre deux points
(référence pour la variabilité de voisinage), dans le second cas, ¢’ est la covariance de la
variable avec elle-méme (référence pour la covariance de voisinage). Comment rendre
totalement compatibles ces deux notions si voisines ?

3.2 — Opérateurs de voisinages

L’indice de Geary, contrairement al’indice de Moran, semble supprimer toute notion
de moyenne. En outreil est, comme rapport de somme de carrés, toujours positifs. C'est
pourquoi, il conduira Lebart a I'introduction des métriques de voisinage. La moyenne
de la variable, en revanche, intervient fortement dans I. Or la moyenne intervient dans
la définition ordinaire de la variance. En effet, s on cherche le nombre o qui
minimise :
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18 2
EE (XI - O‘)

on trouve a =X et le minimum atteint est la variance. Le numérateur et le
dénominateur de I'indice de Moran n'ont donc pas un statut aussi voisin que le

numeérateur et le dénominateur de celui de I'indice de Geary. Si on cherche le nhombre
o qui minimise:

1 o
— a(x- - OL) Xi - a
m(i,j)voisins[ll\/l] ( : )

on netrouve pas a = X. Un calcul simple sur un polynéme du second degré conduit a:

t n
= XtMln =2 3 mx; = mix)
1M1, m%

ou mv désigne la moyenne de voisinage de la variable x calculée avec un poids d'une
observation i proportionnel a son nombre de voisins.

C'est précisément |’ écart entre la moyenne ordinaire et la moyenne de voisinage qui

sépare les deux approches. En effet, si on réécrit I'indice de Moran en utilisant la
moyenne de voisinage :

& (5 - m(x))(x; - mv(x))
(i,j)voising M]

& (- mv)(x; - mv(x)
(i.j)voisind1 ]

et s on réécrit I’indice de Geary souslaforme:

Sik| 3

o, A0 5)
&= 2M; \voisng M]

—12 a (Xi - Xj)2
2N (i j)voising[ Uy ]

; * *
aorsonasimplement | +c =1.

3.4 — AFC et graphe de voisinage

Lebart (in Benzecri 1973 15 p. 244-261 et 1984 16) discute des propriétés de

I”analyse des correspondances de la matrice du graphe de voisinage. Elles sont aisées
d acces.
Passer d’ abord la matrice du graphe de voisinages en binaire :

EDE Char-*Binary §|

Text input file [ire_c |
Binary output file |Ire_GB| |

Exécuter I’ analyse avec le module COA :
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EOE=——-—— correspondence finalysis =————|

Data file |Ire_GB | 25 25 ‘

On note que la somme totale du tableau vaut 106, ce qui signifie qu'il y a 53 arétes
dans le graphe.

Number of axes ¥ |:|

On garde, sans plus de raisons, les 9 premiers facteurs. Depuis les travaux de
Williams (1952)17 , on sait qu’on vient de trouver des codes numériques des lignes et
des colonnes qui maximisent sous contrainte d’ orthogonalité la corrélation associée ala
table de contingence dérivée du graphe de voisinage. On peut cartographier ces
coordonneées factorielles :

|§D§ Values iie=F=—s

Background map (Pict file) Fond_Graph

HY file Irish_HY

Window label (default = #) e
Input data file Ire_GB.Tcli PR g e g e

Or les lignes et les colonnes de la matrice M sont les 25 districts. Les coordonnées
lignes et colonnes sont-elles égales ?
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aaaaa—]0FD]t——————————— |re_GB.Tcli

1 z 3 4 5 f 7 g =
1 05145 | =1 7255 0,540 00048 § =0, {968 -0, 0720 0,079 0, ZA36 0.4915
z —1 7S5 -0 7145 1 -0, S805 | -0, &460 0,5954 | -0 5281 0,513z 0,593 | -0, 0aig
3 0.gi7a 12587 ¢ -0 4700 0, 1643 1. 1076 0,564 | -0 7754 0.0v0s 0. 09ns
4 1. 1284 10032 | -0 5584 0, 0A34 1. 1305 0, 7131 04990 1 -0 5418 | -0, 4285
5 =1 4210 0.5526 I 0.0vaz 0. 5856 1,8540 ¢ -0 3040 08719
fi -0, 0319 0. 7127 0,350 ¢ -0, 3019 | -0 7A7z | =0 191z | -0 8977 | -0 Smes | -0, 89115
= Ire_GB.fcco
1 z ] 4 5 F 7 g =

1 05145 | -1 7755 0.5420 1 -0 0048 0. 196s 0.0ven 00793 1 -0 ZR36 1 -0.4915
z -1 1752 | -0, 2145 | -0 5803 0, 5460 | -0, 5054 0,.5281 05132 | -0 5023 0,.0610
e 05174 U 2Sa7 F -0 47a0 ¢ -0 1643 | -1 076 -0 G164 | -0 22R4 | -0 0705 | -0 0O6S
4 11254 0032 © —0.5554 | -0 0634 | -1 1368 -0 713 04990 0,.5418 0, 4263
5 =1 4210 0.5526 1. 0500 FoO470 ¢ -0 0P9E ¢ -0, SESh 1.5540 0.3940 ¢ -0 8719
£ —0.0319 0, 7127 0, 3350 0,3019 0,767z 0,191z -0 gazy 0, 3333 0.49115

Il semble que la réponse est oui pour les facteurs 1, 2 et 3, mais qu’ elle est négative
pour les suivants. En fait on ne peut que trouver deux cas : les coordonnées sont
exactement les mémes (facteur direct) pour un méme axe ou exactement de signe
oppose (facteur inverse). Un facteur direct représente une autocorrélation positive, donc
une structure cartographiable. Un facteur inverse représente une autocorrélation
négative, donc une structure qui reléve de la variance locale. Cette analyse du graphe
mélange donc deux types de structures.

E[[E———— Scatters E==——————V1

[EO=————— Neighbouring relationship £
HY coordinates file [Ire_6B.feli

H-axis column number (default = 1) I:
Y-axris column number (default = 2) I:
Label file (or # for item numbers) I@
Draw points (no = 2) I:
Neighbouring relationship @

Observer sur la figure de la page précédente gque les cartes 1 a 3 sont de “bonnes
cartes’, que les cartes 4 a 6 sont complétement déstructurées. On peut représenter
également le graphe de voisinage dans le plan 1-2 (ci-dessus). Les deux premiers
facteurs, comme dans les exemples de Lebart (op. cit.) sur les régions ou les
départements de France, reconstitue |’ espace concret. Il convient de faire apparaitre
cette dualité de résultat dans I’ AFC du graphe en séparant ce qui a produit I’un ou
I” autre des deux types de structure.

Vue d’'une maniere ou de I'autre cette analyse des correspondances fournit des
premieres coordonnées donnant les cartes les plus simples possibles ou des coordonnées
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reconstituant I’espace concret a partir de la notion de voisinage. Cela vient des
propriétés de I’ analyse des correspondances comme analyse canonique (Williams 1952
op. cit.). Il apparait alors que cette approche réunit la notion de maximiser la corréation
entre voisins ou minimiser la variance entre voisins sous couvert d’ une variance totale
unité. Cela ne peut fonctionner que si on place sur les points des poids proportionnels a
leur nombre de voisins.

Cest exactement I'inverse qu'on a, jusqu'a présent, chercher a faire. On veut
imposer aux arétes du graphe des poids dérivés des poids issus du tableau de données,
alors qu'il est plus naturel d’imposer dans I’ analyse du tableau des poids de voisinage.
Il est logique, dans I'analyse d’'une structure spatiale de considérer qu'un point a
d autant plus d'importance qu’il est muni de plus de voisins.

Il faut enfin résoudre la question du mélange des types d’ autocorré ations (positive et
négative) qui intervient dans |’ AFC du graphe de voisinage, tout en gardant la notion de
covariance de voisinage, ce que ne font pas les opérateurs de Méot & Call. 18,
L’ introduction des poids de voisinage permet de répondre a ces exigences.

3.5 — Vecteurs propres de voisinage

On note n le nombre total de points (ici 25). Considérons la distribution marginale de
la table de contingence définie par la matrice du graphe. Si M est cette matrice, mest le
nombre total de couples de voisins (chaque aréte est comptée deux fois) la table de
contingence est P=(1/m)M. Si le point i a m; voisins, son poids est m/m, la fréquence
des arétes qui ont I’ origine ou |’ extrémité au point i. On note D la diagonale des poids
de voisinage.

On note Pg la matrice D-1PD-1 - 1, du schéma de dualité de I’ AFC du graphe de
voisinage (Pp, D, D). D-1P associe a un vecteur x a n composantes (X1, X2, ..., Xn) un
vecteur y a n composantes (y1, Y2, ..., Yn) oU y; est la moyenne des valeurs de x pour les
voisins du point i.

Si x est D centré, y I’est aussi. L’intérét de la pondération D est que si X ne |’ est pas
y a encore la méme moyenne gue X. La moyenne des moyennes sur les voisins est la
moyenne initiale. Centrer X ou y, ¢ est la méme chose. L’ opérateur D-1P - 1,,D est D
symeétrique, mais non positif (ce qui crée les problemes dans I’ AFC du graphe et pose
des questions a Wartenberg, op. cit.,, en plus de la question des poids). Nous
I" appellerons |’ opérateur de Moran, en souvenir de celui qui aouvert le voie.

Les valeurs propres de | opérateur de Moran sont en valeur absolue les radicaux des
valeurs propres de I’ AFC de Lebart, mais sont positives si I’ autocorrélation est positive
et négatives s I’autocorrélation est négative. Le tri est automatique. Les cartes des
vecteurs propres sont les mémes mais automatiquement rangées par valeur décroissante
d  autocorrélation. Pour S en convaincre détruire les fichiers propres a I’ AFC du graphe
et exécuter I’ option Moran Eigenvectors du module Distances :

|§D§ Moran Eigenlectors §_|

Graph input file [ [ire_5.gp1 | 25 1 |

qui affiche:

Moran oper ator di agonal i zation

Nei ghboor hood graph: 1rish_G

Num Eigenval .| Num Ei genval .| Num E genval .| Num E genval .|
001 8.948e-01| 002 7.912e-01] 003 6.979e-01|004 5.082e-01|
005 3.798e-01| 006 3.489e-01] 007 2.766e-01|008 1.423e-01|
009 8.101e-02| 010 1.863e-09] 011 -5.100e-02| 012 -1.013e- 01|
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013 - 1.499e- 01| 014 - 1. 962e- 01| 015 - 2. 210e- 01| 016 - 3. 041e- 01]
017 -3.184e-01]| 018 - 3. 413e- 01| 019 - 3. 628e- 01| 020 - 4. 072e- 01]
021 -4.543e-01| 022 - 5. 055e- 01| 023 - 5. 226e- 01| 024 - 5. 507e- 01]
025 - 6. 344e- 01]

File Irish_Gp contains the eigenval ues
--- It has 25 rows and 1 col umm

File Irish_Gax contains eigenvectors (norm= 1 for nei ghboorhood wei ghts)
--- It has 25 rows and 9 col unns

Number of axes ? I:I

Au milieu de laliste des valeurs propres, observer la valeur 1.863 109, ¢’ est-a-dire
0. Celles qui précédent sont des corrélations positives et celles qui suivent des
corrélations négatives. On garde alors les 9 vecteurs propres et on cartographie ces 9
premiers associés aux 9 valeurs positives. On retrouve ainsi |es seules cartes artificielles
qui ont une signification spatiale :

ps - 2

S llalues =———=

Background map (Pict file) I@

Window label (default = #) I: n
Input data file ’W ?{.ﬁ_; o o

Le caractére particulier de ces codes numériques renvoie a la cartographie par
Levels. Pour choisir le nombre de voisins utiliser encore MapUTtil : 2D Lowess error et
visualiser dans Curves:

ESMI=——— 20 Lowess error ==

HY file IE I \ines =
Data file @ H file (default = 1,2, 3, ..., n) I:
Range of neighboring numbers IE H file column number (default = 1) I:
Output file W |vfile (no default) [w
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E[[E——— (urves ==—"-—11¢

Observer que I’ erreur croit avec le rang du vecteur, ce qui est normal puisgu’ils sont
de corrélation spatiale décroissante. De plus, il convient de ne pas utiliser un trop grand
nombre de voisins, ce qui introduirait de I'erreur artificielle de modéisation. On peut
Sentenira7:

S=———— lLevels

|§D§ & gray levels =

Grid definition (.leve) A.leve
Data file Ire_G.gax

Number of neighbours ? K

On reconnait les fonctions x, y et xy sur les trois premiéres cartes. Les cartes les plus
simples sont proches des fonctions polynomial es des coordonnées.

L a technique employée s appliquant a toute forme de voisinages, on aici I'indication
trés précieuse que les vecteurs propres de I’ opérateur de Moran sont la solution des
problémes demandant d’introduire des covariables exprimant I’ espace, en place et lieu
des polynémes des coordonnées préconisées par les méthodes dérivées de la Trend
Surface Analysis, par exemple par Borcard et Coll.19,

4 — ’analyse globale

La figure qui suit repose la méme question. De quelque maniere gu’ on S’y prenne,
les cartes par variables se ressemblent suffisemment pour appeler une anayse
multivariée qui integre ce phénomene:
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Pour atteindre |’ objectif fixé, faire d abord I’ACP normée du tableau, puis utiliser
I’ option Moran Index Analysis du module NGStat :

E(==——— Correlation matrin PIR E==———————
Matrix input file =0 | 25 12
Row weights (default=1/n) |3 |

Column weights (default=1) | |

Option: file for row weight | Ire_G.gpl | 23 1
Option: file for column weight | |

1 = Save correlation matris |I| |
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Noter qu’il est impératif d’introduire a ce niveau les poids de voisinage.

ES=———— Moran Index Analysis —————|
Input file =) [0.cnta | 25 12
Graph input file |Ire_I3.g|JI | 25 11

On obtient :

Moran I ndex |inear analysis
Access to nei ghbouring rel ationship: Ire_G gpl
Prelimnpary analysis: Qcnta

Trace = 3.579e+00

Lenom Q_MA aété défini par défaut.
File QMA xnts contains spatial covariances
--- It has 12 rows and 12 col unms

Num Eigenval .| Num Ei genval .| Num E genval .| Num E genval .|
001 2.741e+00| 002 8.975e-01] 003 3.801e-01|004 1.030e-01|
005 2.213e-02| 006 8.262e-08| 007 -2.164e-03| 008 -7.901e- 03|
009 -2.406e-02| 010 -9.193e-02| 011 -1.577e-01| 012 - 2. 814e- 01|

File QMNA xnvp contains the ei genval ues
--- It has 12 rows and 1 col um

Lesvaleurs propres (Curves sur Q_MA.xmvp) ne sont pas toutes positives :

Le fichier .xmw1 contient les coefficients des combinaisons linéaires que sont les
variables de synthese. x désigne une analyse a un tableau, m rappelle gu’ on maximise le
coefficient de Moran et w indique des poids (weights).

File QNMA xnmwl contains weights of colums for row scores

--- It has 12 rows and 2 col unns

File : QMA xml

|Col.] Mni | Mxi |

| 1|-4.317e-01| 4.539-01]
| 2|-8.328e-01] 1.799-01]|

File Q VA xnmi contains row scores (linear conbination having maxi mal Mran
| ndex)
--- It has 25 rows and 2 col unns

Le fichier .xmli contient les variables de synthése. x désigne une analyse a un
tableau, m rappelle qu'on maximise le coefficient de Moran et |li indique des codes
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lignes. Ces codes de synthése donne des cartes optimales par combinaisons des
variables de départ.

File :QMNA xni

| Col . | M ni | Maxi |
[ [ DU
| 1| - 4. 305e+00| 3. 476e+00|
| 2|-3.413e+00| 1.777e+00|

AXi s: 1 Spatial correlation: 5.592e-01
Axi s: 2 Spatial correlation: 5.425e-01

9-Private Cars
7-Sheeps e
B-Retail Sales
2-10-50£ 3.550£
C-Single Males
— A-Radios
1-<10£ 8-Town Populatic
I
6-Pigs
4-Milch Cows
Score 1

Ces indications sont fondamentales. Les valeurs propres sont les produits des
variances des codes de synthese par la corréations spatiales associée. Les variances
sont directement comparables aux inerties des facteurs de I'analyse de base. Les
corrélations spatiales indique la qualité des cartes. Comme dans nombre d analyses, en
maximisant la covariance spatiale, on maximise la variance et la corrélation spatiale. Le
produit des deux est la valeur propre. On trace pour interpréter deux facteurs de
corrélation équivalente les cartes des codes de synthése (Levels sur Q_MA.xmli) :
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L’interprétation des résultats ne pose aucun probléme : il existe deux structures
cartographiables, celle de la richesse totale (nord-est/sud-ouest) liée a la plus grande
partie des variables et celle de I’ élevage bovin largement indépendant de la précédente.
Des exemples de taille beaucoup plus importante devront montrer si cette procédure est
capable de détecter des structures inaccessibles par les analyses classiques.

Les poids des variables (Scatters sur Q_MA.xmw1) permet d’ exprimer clairement
I’ essentiel des résultats.

5 — Conclusion

Pour résumer cette fiche sur les structures spatiales, nous retiendrons les éléments
suivants. Une des approches les plus simples d’ introduction de la structure spatiale dans
I’ analyse des données est celle des graphes de voisinages.

Cette notion est d’ une grande plasticité. Elle intervient pour les mesures simplement
ordonnées sur un axe (gradient temporel, échantillonnage sur un transect , NGUHil:

LinearGraph) :

|§D§ LinearGraph &=

Total point number 15 |§|:| Moran Eigenlectors =

1= Line 2 = Circle 1 Neighboorhood matrix Line15$6
EC] Curves HIE|

e lines ——= !

H file (default = 1, 2, 3, ..., n) = /\ /\ \ /\ \ {l\ ﬁ /
H file column number (default = 1) I:

¥ file (no default) [ [Line1586an. J \/ \ 5\/ U \ 5 \/ U
Cumulated data (1=yes, 2=no) . :{?15

Dariable label file (or #) =F [ -is ]

Deux points sont voisins s'ils se suivent. Le premier vecteur propre de I’ opérateur
associé modélise les gradients. Le dernier approche les processus a forte autocorrélation
negative :

E[IE——— Curves =——="015

LA

L)

T

T

|

A

il

|
i

i

hal
gii

Elle intervient pour les mesures périodiques (chronobiologie) :
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EC

LinearGraph

Total point number

1 =Line 2 = Circle

(5]
(E5(EN

ECD

Stars

Data file (no default)

Circle24$Gax

Rows label file (or #)
Variable label file (or #)

Draw O circle (1=yes, 2=no)

EO Moran Eigenllectors =

Circle2446

Meighboorhood matriz

GraphiD

=
=HE
1

Elle concerne facilement les mesures sur grilles completes :

O

Create

Generic output name

Row number (default = 10)
Column number (default = 10)

unit width (pizels)

unit height (pixels)

(5 (T
(5 IO
(ES]IE

E0

Moran Eigenllectors

FEIEN

Neighboorhood matris

[65101_156

EC

Ualues

Background map (Pict file)

HY file

Label file (or #)

[ [E5100rec |
[6510HY
=] |

Input data file

[][65101_18Gan

(2 1 XX
s 8 8 8
O oooao

ooodod

1

*000
O

Elle aborde les unités surfaciques (ci-devant) comme les structures arborescentes :

EC

Moran Eigenllectors §|

Neighboorhood matrix

|Buech_$B
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Number of aves 7 |31 [:

E[e=—————————— llalues ==F——=
Background map (Pict file) |Buech_I:arto

E HY file Buech_HY E
Label file (or #)

. Input data file Buech_$Gax a

Quand on possede un graphe de voisinage, un opérateur symétrique définit
conjointement la variance locale et I’ autocorrélation spatiale comme deux composantes
complémentaires de la variance initiale. Le test de Geary garantit la signification
statistique des ces mesures. Les vecteurs propres de ces opérateurs donnent des codes
numeériques qui ont du sens et recouvrent |I'éventail du plus autocorrélé au plus
localement variable.

Devenant un produit scalaire, la variance locale ou I’ autocorrélation permettent de
faire de I’ analyse des données sous contrainte spatiale.

Reste alors la question de fond. Comment mesurer une structure spatiale en utilisant
plusieurs échelles ? Qu’ est-ce qu’ une échelle spatiale ? QU’ est-ce qu’ une mesure multi-
échelles de la covariation entre deux variables ? Les grilles de dénombrement montrent
clairement qu'un seul graphe de voisinage ne suffit pas a rendre compte de la
complexité multi-échelle (programme GNDEN). Dé&a difficile pour les grilles
complétes, la question empire avec des structures de voisinage quelconque. La notion
de graphe de voisinage s étend elle aux multi-échelle ? Peut-on accéder a des analyses
multivariées et multi-échelles ? Cette question sera ouverte dans la suite.
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