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X

Analyses Discriminantes

Résumeé

Parmi de nombreuses méthodes de discrimination, I'analyse discriminante
linéaire, ou analyse factorielle discriminante est la plus connue. Elle sert
essentiellement a décrire ce qui distingue les moyennes par groupe de
plusieurs variables mesurées sur plusieurs individus de plusieurs groupes. Si
on ne poursuit pas cet objectif, la méthode est sans signification. La fiche décrit
I'emploi du module Discrimin. En illustrant un probléme de morphométrie avec
I'analyse discriminante on remonte aux sources (Mahalanobis, P.C. (1936) On
the generalized distance in statistics. Proceedings of the National Institute of
Sciences of India : 12, 49-55). Le programme est cependant beaucoup plus
général et on I'emploie aprés une ACP a centrage multiplicatif, ce qui est
inhabituel.
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1 — Présentation du probleme

La fiche décrit I'analyse d'un tableau de morphométriel2. 120 individus d'une espéce
(I"'Ombre commun, Thymallus thymallus) proviennent de cing populations et portent 13
mesures. L'objectif est la description des différences entre populations, c'est-a-dire la
discrimination inter-populationnelle. On insistera sur la présence de I’ effet taille3.

1 - Longmeor totale du corpzs 7 - Diamétre de 1'oedl
= 2 - Diztance prédorszale 2 - Longreny mdchodire
E 3 - Longweor de 1a téte O - Longmens maxillaire
E 4 - Digtatoe atale candale & - Largeur maxillaire
5 - Hauteur orbitale E - Haoteur maximale du corpe
6 - Hauteur ocoipitale 2 - Lotgueur nageoire candale
I - Loxgueny tiageoire atiale

Figure 1 — Définition des 13 variables mesurées sur 120 individus.

L es variables mesurées sont décrites sur lafigure 1. Les données traitées sont dans e
tableau 1. Lesindividus sont rangés par lieu de capture :

1- [ 1- 41] An anont (41 individus)
2- [ 42- 59] Bienne (18 individus)

3- [ 60- 79] Loue (20 individus)

4- [ 80-102] Ain aval (23 individus)
5- [103-120] Loire (18 indi vidus)

On note Y le tableau des données brutes, n (120) le nombre de lignes, p (13) le
nombre de variable, q la variable qualitative qui indique pour chague individu la classe
alaguelle il appartient, mle nombre de classe, Q le tableau digonctif complet associé a
cette partition (n lignes et m colonnes définies par les indicatrices des classes), D la
matrice diagonale (n lignes et n colonnes) contenant le poids des individus choisis a
priori. Ici aucune raison ne conteste le choix implicite d’une pondération uniforme
(chaguelignedeY apour poids 1/n).

La question de la discrimination descriptive se résume a la recherche de ce qui
permet de distinguer les individus des différentes populations, éventuellement en
précisant s cette question est valide (présence de différences significatives). La
guestion est largement compliquée par I’ effet taille, une séparation des populations par
lataille des individus étant considérée comme de peu d’ intérét.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
299 90 49 30 297 369 138 216 132 54 552 190 240
297 89 47 31 270 370 136 212 124 64 523 170 238
335 99 52 34 293 419 119 236 136 67 618 190 289
311 97 48 36 270 359 138 216 118 62 548 210 238
323 97 54 31 288 405 142 228 130 66 599 180 261
340 108 55 32 324 423 161 233 148 66 587 180 266
301 89 49 31 282 364 139 216 124 68 542 200 239
335 101 55 31 293 393 152 228 140 66 617 210 273
328 97 52 32 296 392 143 223 136 62 648 190 277
10/ 296 92 48 36 239 334 136 203 118 55 554 220 237
111296 92 46 27 266 342 135 205 114 48 541 190 237
12|1304 93 50 31 273 380 136 206 114 63 560 200 241
13/ 306 93 48 33 274 368 149 212 133 65 562 200 238
14| 306 91 48 32 272 394 142 214 121 65 596 180 254
15| 313 96 49 33 259 370 147 211 124 61 596 170 253
16/ 369 114 56 38 305 460 150 228 135 71 758 200 308
171294 92 49 31 248 357 134 216 120 60 557 170 214
18| 301 92 49 30 267 340 139 214 121 63 578 180 245
191317 93 48 37 276 374 141 214 125 59 572 170 247
20/ 309 96 50 33 242 360 136 210 130 64 622 200 242
21| 343 103 56 33 289 412 148 249 140 67 660 210 224
221334 102 54 33 277 342 142 239 134 61 600 220 277
23| 331 101 56 33 272 369 161 221 140 62 640 190 273
241299 92 50 31 246 347 144 215 125 55 535 160 235
251345 103 55 34 289 386 156 236 132 69 669 210 288
26| 283 88 46 29 241 334 140 294 115 50 499 190 214
271314 97 51 31 290 400 143 235 122 66 570 210 240
28| 306 90 51 30 270 355 144 225 122 55 540 160 230
29[ 341 105 57 32 300 410 150 250 140 66 630 210 310
30[ 344 104 55 34 340 458 150 244 140 67 650 190 283

OO~NOOTAWNPE

1031250 71 41 23 224 327 113 190 103 48 447 130 208
104|240 68 41 24 213 310 115 187 101 47 447 140 223
1051239 68 39 24 206 280 115 176 101 40 423 120 192
1061245 74 41 24 212 290 120 185 99 45 422 130 216
107|247 73 41 24 211 284 115 186 100 44 425 140 207
108|249 69 40 25 227 322 114 184 104 46 431 130 196
1091319 90 53 28 282 416 139 235 134 62 616 180 294
110|299 85 48 29 245 368 125 218 117 55 577 160 248
1111247 72 41 24 203 291 115 183 105 45 450 140 201
1121245 70 40 23 200 307 115 179 100 44 450 140 198
113|313 88 49 30 256 357 133 222 118 66 564 160 277
1141231 70 40 22 213 303 123 171 98 42 422 130 200
1151269 72 42 27 227 332 123 187 102 48 496 140 249
116|245 71 41 23 218 303 117 177 95 44 439 120 200
1171262 74 44 26 222 324 121 191 108 47 478 140 247
118|264 77 44 29 229 326 122 190 104 52 482 150 244
119|274 76 43 28 231 337 124 193 106 51 503 140 251
1201243 69 41 23 211 301 117 180 97 49 435 130 209

Tableau 1 — 13 mesures enregistrées sur 120 poissons. Données des populations 1 et 5.

2 — Analyses univariées

Implanter les données de la carte Ombres. Le fichier Omb.txt donne un fichier
binaire Omb (120 lignes et 13 colonnes) et le fichier Pop.Car donne un fichier Pop (120
lignes et 1 colonne). Lire cefichier avec ReadCateqg :

E[[&=——————— Read Categ File §|
Input file 1% [Pop 120 1 ‘

Utiliser dans Discrimin I’ option :
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|§D§ Anoval-FF=E==—————————
Quantitative variables =] lomb | 120 13

Categories file (.cat) @”Pllp.cat |

La premiere approche concerne la capacité de chacune des variables a discriminer les
5 groupes. On veérifie d'abord que certaines variables discriminent significativement les
groupes. C'est le role de I’ analyse de variance univariée :

variable 1 from Qtb versus variable 1 from Pop

| Source | SSd. f.| VB| F Pr oba|
| Between | 5.946E+04] 4| 1.486E+04| 24. 37| 0l
|Wthin | 7.013E+04| 115| 609. 8|

| Total | 1.296E+05| 119

| Source | SS|d. f.| VS| F Pr oba|
| Bet ween | 7918| 4| 1980 37.92| 0]
[Wthin | 6003| 115| 52. 2|
| Tot al | 1.392E+04| 119|
S [=—— Graphl1DClass EEE'
1
200 Vin/Man e
ksa: 220 [] Horiz. graphs:|1 n
ssa: (410 [] UVert.graphs: |1 n
pte: |0 O Nb. grad. #: |1
ate: |1 O nb. grad. ¥: |1
L j 193
__ [lent G factor: 19
IHlindons width: 1293
== fausstunres 0run———————————1|
Data fileno default) ['=||jomb | 120 13
Number of classes (default = 10) = | |
Categories file (.cat) = |Pup.cat |
Variable label file (optional) =5 |
Draw class labels (yes =1, no = 21 [ & | |
[ Ouit ][Eupg QJEDE Row & col. selection ==

Col. selection: |1 |

Row selection method: O File
i@ Keyboard
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S [=———————— Histograms =

Data file (no default) = |I]thurma \ 120 13

Number of classes (default = 10) = |15 ‘

Lariable label file (optional) EEDE GraphlD =——=—R=
Draw Gauss curves (1=yes, 2=no) I: _2.5?352.8
Draw histograms (1=yes, 2=no) I: . :

Percentages (1) or numbers (2) E _ 1

[ it |[Copy graph|[oE==—"—~-—-— MWMa =0~=1=——|

|
— IMin. abscissa: |-2.5 Horiz. graphs:|5
S1=—= Row & col. § L grap [
col. selection: |1 Mau. abscissa: | 2.8 [ VUert. graphs: |1 =

Min. ordinate: |0
Row selection method: @ F 0 Nb. grad. H: |1

(y k[Max. ordinate: 0.5 O Nb.grad. v: |1

Row selection file (.cat): @“—'iﬂﬂﬂlﬂ height:{ 100 G factor: 0.353333
Selection col. number: E“—'i“d“u’ width: | 300

[J Square drawing Y

[ D (<] Draw frame
@ [ Scale box

On y observe que chacune des variables permet de rejeter sans risque I'hypothese
d'égalité des moyennes dans les sous-populations. Une description multivariée est donc
|égitime.

Une vue descriptive de la relation entre la variable de tri (partition) et chacune des
variables mesurées est possible avec des histogrammes pour chaque variable et chague
classe avec une échelle spécifique. Les variables 1 a5 sont utilisées sur lafigure 2.

Le résumé par des courbes de Gauss ne souléve pas d objections et on peut
superposer ces modéles (Figure 3). Lapopulation 5 (Loire) y apparait systématiquement
avec des individus plus petits sur toutes les variables. La plus grande partie de la
signification des analyses de variance est attachée a cet élément.

Le fait que les individus d une population soient systématiquement plus petits que
ceux des autres, lorsque I'age des individus n'est pas contrélé a un intérét limité. En
outre, la différence peut ne dépendre que des conditions trophiques, lesquelles ne sont
pas non plus maitrisées. Il est ici question de mesurer entre individus d’ une population
et entre individus de différentes populations des différences de forme et non de taille.
Ces différences de forme donneront, a coup sir, de meilleurs renseignements sur
I’identité génétique des populations, leur homogénéité et leur origine, la présence de
mélanges et |e rdle des alevinages au coeur des problémes posés par |e traitement de ce
tableau.
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S YV Eentring =
Input file [[=][omb | 120 13

Option: file for row weighting [@| |

Option for ¥ matriz (no default) [@h |

Output file [ [ombNormd |
le
le 1d 1d
le
le 1d
le
1d q
1d
117 S
le
le
1d 1d
1

Figure 2 — Expression des moyennes et des variances de chaque groupe et de chaque variable
(données normalisées par I’ option Centring de Bin->Bin). Module graphique GraphlDClass.

La définition méme de la forme est un probléme complexe auquel introduit avec
efficacité larevue récente de Y occoz 4.

Au plan descriptif, on peut résumer la participation de chaque variable ala séparation
des populations par le pourcentage de variance inter-classes ou rapport de corrélation :

| 1: 0.4588 | 2: 0.5688 | 3 : 0.4534 | 4 : 0.4024 | 5 : 0.4407 |
| 6: 0.4447 | 7 : 0.6029 | 8 : 0.4429 | 9 : 0.4776 |10 : 0.4880 |
|11 : 0.4627 |12 : 0.4593 |13 : 0.2926 |

Pour obtenir ces résultats, utiliser :
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S=————— C(orrelation matrizt PCA Diaa0—m————|

Matrix input file 1= [omb | 120 13
fE==—————— (lalesSh =iF——""—"
---.cat type file @“Pup.cat |

Selected variable (default=1) @“ |

Option: row weighting 1= |

Output file name @”H |

. )
SN=——— chnerta0——-———
Explanatory variables: .@ob file @”P.@uh | 120 4
Dependant variables: .**ta @”Dmh.cnta | 120 13

s o)

Grossierement la moitié de la variance est intra-population (53.9%) et | autre moitié
(46.1%) est inter-population. L’ effet taille apparait encore plus nettement sur les plans
bivariés. Utilisons par exemple les variables 1 - longueur totale et 7 - diamétre de I'cal
(figures 4 et 5).

Il apparait dans les figures 4 et 5 la redondance propre a I'effet taille. Les deux
variables sont corrélées fortement et la séparation de la sous-population 5 y est
exprimée deux fois tandis que la différence éventuelle entre les groupes 1-4 (Ain
amont/aval indistincts) et 2-3 (Bienne/Loue) y prend une importance limitée.

On peut comparer avec la méme représentation obtenue sur |es variables normalisees
(figure 6). Mesurer les distances entre points ou entre centres des classes sur lafigure 6
revient a utiliser lanorme de M AHALANOBIS (prise au sens de |'inverse de la matrice de

covariance C-, ce qui est un point de vue).

L'effet taille qui va dominer la discussion invite aors a transformer les données en
y = Log(x) (Cf. les discussions approfondies dans Y occoz 1988, op. cit. , chapitre 3 -

L'allométrie : analyses inter-classes et intra-classes et chapitre 4 - Variation

géographique : unification des solutions pour |a séparation taille-forme).

La discussion univariée et bivariée peut étre reprise apres cette transformation
comme dans la figure 7. Le chapitre 3 porte exclusivement sur le fichier des données
transformées par y = Log(x). Dans Bin->Bin :

= c*loglarwih| V—————
Input file 1= [omb | 120 13
Output file [ [ombLog |

Selection of columns (default = all) [[| |

Parameter a (default=1) @“l |

Parameter b (default=0) @“D |

Parameter c (default=1) =[] |
Jam
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E{jg Stars gl

RY coordinates file ['={jomb | 120 13

H-a#is column number (default = 1) |[[Z |l |

¥-axis column number (default = 2) |[Z |? |

Categories file (.cat) @”Pllp.cat |

Figure 4 — Nuage bivarié des variables 1 (abscisse) et 7 (ordonnée). Répartition des valeurs entre les
5 sous-populations. Représentation par étoiles dans Scatter Class.

Figure 5— Nuage bivarié des variables 1 (abscisse) et 7 (ordonnée). Répartition des valeurs entre les
5 sous-populations. Représentation par ellipses de densité (95%).
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Figure 6 — Nuage bivarié des variables 1 (abscisse) et 7 (ordonnée). Répartition des valeurs entre les
5 sous-populations. Représentation par données transformeées en Log.

O
g
0

Figure 7 —Nuage bivarié des variables 1 (abscisse) et 7 (ordonnée). Répartition des valeurs entre les
5 sous-populations. Représentation par données en Log normalisées.
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3 — Omniprésence de l'effet taille
3.1 — Effet taille et ACP normée

Lafigure 8 résume I'ACP normée sur les données transformées.

11
0-114 12
0

Figure 8 — Résultats graphiques de I' ACP normée des données transformées par y=_Log(X).

----------------------- Correlation matriX -----------ccccoooocmmno-
[ 1] 1000

[ 2] 959 1000

[ 3] 954 930 1000

[ 4 739 726 632 1000

[ 5] 903 865 892 574 1000

[ 6] 876 827 868 499 909 1000

[ 7] 837 813 834 493 843 805 1000

[ 8 874 846 882 518 829 813 827 1000

[ 99 903 873 903 606 874 838 838 837 1000

[ 100 880 845 860 542 856 851 862 831 836 1000

[ 11] 942 910 919 641 876 884 819 845 880 861 1000

[ 121 800 796 765 716 707 634 596 665 701 659 720 1000

[ 13] 853 749 821 533 812 814 778 787 792 800 822 592 1000

80 % de la variabilité est consacrée a la corrélation entre toutes les variables (effet
taille). Les individus de la sous-population 5 sont de taille inférieure aux individus des
autres sous-populations pour toutes les variables et |a corrélation inter-variables offrent
une remarquable confusion entre corrélation intra-groupes (effet taille intra-popul ations)
et inter-groupes (effet de la sous-population 5).

3.2 — Effet taille intra-population
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Sur lafigure 8, on voit bien que chaque groupe de points propose une ACP dont le
premier axe pourrait étre I’ axe de I’ analyse globale. On peut le vérifier par une analyse
intra-classes qui recherche I’axe principal du nuage de points formés des sous-nuages
par population recentrés. L’analyse intra-classe, comme |'analyse inter-classes ou
I” analyse discriminante commence par :

I-Discrimin/10/10/34

I

n

P

| ADE-4 #* Metrowerks CodeMarrior C #* CHRS-Lyon1 * JT & OC |
| Discrimin:

A |

s

Initialize: LinkPrep 31/01,95

Options
+ Initialize: LinkPrep
Anoval-FF

Discriminant analysis: Test
Discriminant analysis: Bun
Supplementary rows

Mew TEXT file AL.dis contains the parameters:
input file: OmbLog.chta

categorical variable file: Pop.cat

n® of categorical wvariable used: 1

Batwean and Within-class inertia

Categories defined by column 1 of file Pop
Ilhput statistical triplet: table OmblLog.chta
total inertia: 13.000001

Betisg

Cateqgories file (.cat)

betwean class inertia 6.352316 Cratio: 0.304024 3
within class inertia 6.447633 (ratio: 0.492976>
Between analysis: Test
Initialize: LinkPrep EI
witlStatistical triplet [Z||ombLog.cnta | 120 13

13 [Pop.cat |

selected variable (default=1)

(5] |

Dutput file name

1= [ |

L'inertie totale de 13 (13 variables normalisées) se décompose en deux parties
complémentaires. L'inertie intra-classes vaut 6.45 (6.4477 comme inertie totale de
I'analyse intra) dont 75% (premiere valeur propre de I'analyse = 4.766) sexprime sur un
axe:

Pour obtenir ce résultat exécuter :

=] Within Analysis: lun ———————|

02 [AL.ais |

--.dis input file

Les inerties projetées sur les axes suivants (5.32%, 4.06%, 3.30%, 2.51%, ...) sont
typiques d'une structure aléatoire. La structure intra-classes est un effet taille pur :
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Enchainer avec :

E1==——————— Between analysis: Run I
--.dis input file [ |AL.dis |
L'inertie inter-classes vaut 6.55 (6.5523 comme inertie totale de I'analyse inter) dont

90% (premiere valeur propre de I'analyse = 5.918) sexprime sur un axe. Le second axe
est peut-étre interprétable.

Ces figures ne sont pas erronées. En haut le nuage est projeté sur le plan optimisant
la variance moyenne par groupe des coordonnées et en bas le nuage est projeté sur le
plan optimisant la variance des coordonnées des centres de gravité. Le résultat est le
méme.
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Figure 9 — Projections des variables sur le plan F1 (intra-classes) - F1 (inter-classes). L'effet taille
vu comme l'axe F1 de I'ACP normée se partage pour moitié entre structures intra-populations et
structures inter-populations.

Figure 10 — Positions des individus par leur coordonnées dans |'analyse inter-classes (en abscisse)
et leur coordonnée dans |'analyse intra-classes (en ordonnée). L'effet taille intra-populations est
parfaitement identique d'une population a I'autre.
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L’axe 1 de I’analyse simple, en optimisant la variance, optimise la variance intra et
optimise lavariance inter. C'est, le moins qu’ on puisse dire, un cas rare.

Le plan Fl-intra/ F1-inter représente une inertie de 10.68 (la premiere valeur propre
de I'ACP normée vaut 10.59) sur une base orthonormée d'un sous-espace de dimension

2 dans R120, Dans cet espace, la premiére composante principale inter et la premiére
composante principale intra sont deux vecteurs orthogonaux qui définissent un plan sur
lequel on peut projeter les variables (figure 9). L’axe 1 de I'ACP simple est sur la
bi ssectrice des composantes inter et intra.

La prépondérance de la corrélation entre toutes les variables induite d'une part par la
présence de petits individus dans la population 5 et d'autre part par |'allométrie identique
d'une population a l'autre montre combien la décorrélation introduite par I'analyse
discriminante est essentielle dans les problémes de morphométrie.

3.3 — Effet taille et analyse discriminante

La morphométrie a inventé la norme dite de MAHALANOBIS. Le terme a plusieurs
sens, qui ici se confondent quasiment. Il s agit essentiellement de voir que, lorsqu’ on
mesure la distance entre deux individus avec la norme euclidienne naturelle, on calcule
(% et yj sont les mesures sur lavariablei) :

d?(x, y)=§1(><i -y)?

Si 13 variables sont corrélée a lataille une différence de taille est enregistrée 13 fois.
Pour se débarrasser de cet artefact (et avoir I’ occasion de mesurer autre chose), on peut
faire “comme sur lafigure 11”7, ¢’ est-a-dire utiliser la métrique naturelle en remplacant
les variables non par les coordonnées de I’ACP (cela conduit exactement au méme

résultats) mais par les coordonnées normalisées. Si U sont les axes principaux et A les
valeurs propres, on utilise alors la métrique UA-1Ut qui est un inverse ou un inverse

généralisé (de rang minimum) de la matrice de corrélation R. On effectue le calcul (Lk
et My sont les coordonnées sur I’ axe k) :

(- My)?

I%
2 _
d“(x,y)=a »

i=1

Sur lafigure 11 le point B est plus proche de C que de A avec la métrique naturelle

mais plus proche de A que de C avec lamétrique R-1 = UA-1UL. L’ effet est encore bien
plus sensible en utilisant non pas 2 dimensions, comme sur la figure 11, mais les 13
dimensions de départ. L'analyse discriminante est I'ACP inter-classes utilisant la
métrique R-1. On peut espérer que I’ effet taille aura donc un effet moins prédominant en
utilisant cette métrique:
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Figure 11 —Plan 1-2 de I’ ACP : en haut, coordonnées de variance Ak (valeur propres) ; en bas,
coordonnées de variance 1.

Comme il y a plusieurs variantes dans les programmes d'analyse discriminante on
précise les fonctions du module d ADE.

[J[=——— Discriminant analysis: un =—————|
--.dis input file [ jAL.dis |

o ]

File AL.dima contains the paraneters:
input file: OnbLog.cnta
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categorical variable file: Pop
n° of categorical variable used: 1

D scrininant anal ysis

Cat egories defined by colum 1 of file Pop

Input statistical triplet: table OnbLog. cnta

Nunber of rows: 120, col umms: 13

total inertia (normGC generalised inverse) = rank of the data nmatrix: 13. 000000

between-class inertia (normG): 2.034631 (ratio: 0.156510)

|Il'y a 13 variables et 5 classes. Le programme diagonalise dans|

|R5 et il ne peut y avoir que 4 vaeurs propres non nuIIes.|
|L’inertie totale vaut 13 car avec la norme de Mahalanobis|
|I"inertie projetée vaut 1 dans chacune des directions. Le taux|
| d’'inertie inter-classe a sensiblement diminué. |

Num E genval . R lner. R Sum | Num E genval . Rlner. R Sum |
01 +7.7336E-01 +0.3801 +0.3801 |02 +6.9364E-01 +0.3409 +0.7210 |
03  +4.2331E-01 +0.2081 +0.9291 |04  +1.4433E-01 +0.0709 +1.0000 |
05  +0. 0000E+00 +0. 0000 +1.0000

File AL.di vp contains the eigenval ues andrel ative inertiafor each axis. It has
5 rows and 2 col umms

|Il'y a 13 variables et 5 classes. Le programme diagonalise dans|

|R13 et il ne peut y avoir que 4 valeurs propres non nulles. Lal
|derniére est nulle. Le schéma utilisé par le programme est dul
Itype ACP (X, C-, D) ou X est le tableau des moyennes par|
| classe et par variable, C~ une inverse généralisé de la matrice de|
|corrélation (obtenu par diagonalisation : C n'est pas|
| nécessairement inversible), D la pondération des classes|
| (diagonale des poids des individus). L'inertie totale est |a trace|

|de BC- dans la notation habituelle (B pour between, W pour|
|within, C pour totale, C = B + W). Les valeurs propres sont des|
| rapports de corrélation (compris entre 0 et 1). Ils sagit des|
| pourcentages de variance expliquée optimaux qu'on puisse
| obtenir avec des combinaisons linéaires des variables de départ |
| (sous contrainte de non corréation progressive). Ici on sait qu'il |
|y a des différences significatives entre populations. Les deux|
|premiéres valeurs propres voisines (77% et 69%) sont|
| conservées. |

File AL.dicp contains the correl ati ons between PCA scores
and DA scores. It has 13 rows and 2 col ums

File : AL.dicp

----------------------- M ni mund Maxi mum

Col .: 1 Mni = -0.75553 Maxi = 0.22479
Col .: 2 Mni = -0.79753 Maxi = 0.36362

|Ce fichier contient les coefficients de corrélation entre les|
|variables canoniques (combinaisons linéaires des variables|
|normalisées de départ de variance totale unité et de variance|
|inter-classes maximales) et les coordonnées des individus dans|
|I'ACP normée de départ. On peut ains repérer éventuellement |
|I'occurrence de facteurs (ACP) lointains et peu fiables (ci-|
| dessous, a gauche). |

File AL.diax contains the principal axes
It has 13 rows and 2 col ums

File : AL. di ax

----------------------- M ni mund Maxi mum
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-0.89709  Maxi
0. 0090673 Maxi

-0. 22942
0. 68237

|Ce fichier contient les coefficients de correlation entre les|
|variables canoniques (combinaisons linéaires des variables|
|normalisées de départ de variance totale unité et de variance|
| inter-classes maximale) et les variables de départ (ci-dessous, a|
| droite). |

Figure 12 — Plan 1-2 de I'analyse discriminante. Représentation du critére optimisé par des étoiles.

File AL.difa contains coefficient of discrimnant scores
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It has 13 rows and 2 col ums
File :AL.difa

Figure 13 —Plan 1-2 de |'analyse discriminante. Représentation du critére optimisé par des ellipses

SRR LR M ni mun Maxi mum

- 0. 79557 Maxi
-0. 67806 Maxi

0. 83959
0. 9208

|Ce fichier contient les poids canoniques (coefficients des|
| combinaisons linéaires des variables normalisées de départ de|
| variance totale unité et de variance inter-classes maximales). |l |
|permet de projeter  éventuellement des  individus|
| supplémentaires. On peut utiliser I'un ou l'autre de ces deux|
| fichiers pour repérer le rble des variables dans la discrimination. |
| Des incohérences entre les deux représentations invitent a la|
| prudence dans I'interprétation. |

=

(70%).

File AL.dili contains canonical row scores with unit norm
It has 120 rows and 2 col umms

File :AL.dili

----------------------- M ni mund Maxi num
Col . 1 Mni = -2.0887 Maxi = 2.1768
Col . 2 Mni = -2.1717 Maxi = 2.3912

Les cartes factorielles des individus peuvent utiliser un des procédés graphiques des
figures 12 & 15. Suivant les cas on sera ameneé a préférer |'un ou |'autre de ces systemes
de représentation.

'Ce fichier contient les valeurs des variables canoniques
' (combinaisons linéaires des variables normalisées de départ de
‘variance totale unité et de variance inter-classes maximales). |

ADE-4/ Fiche thématique 3.4 / 97-07 /| — page 18



Figure 14 — Plan 1-2 de I'analyse discriminante. Représentation du critére optimisé par des
polygones de contour apparent par groupes.

On remarque que le plan 1-2 de I’ACP joue le role principal ce qui confirme
I'interprétabilité du plan 1-2 discriminant. On retrouve la liaison F1-ACP et I'ensemble
des variables dans la bissectrice du plan 1-2 de l'analyse discriminante. Mais I'effet
taille qui isole le groupe 5 ne joue plus un role écrasant. Les coefficients des variables
dans les codes canoniques ou poids canoniques sont :

2

12 4

13
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On trouvera une interprétation détaillée dans Yoccoz (1988 op. cit. p. 127 et
suivantes) et dans PERSAT (1988*, p.53 et suivantes). Dans la figure qui précede réside
la principale difficulté dinterprétation. Listons les valeurs utilisées :

1| 0.5662 | 0.0704 |
| -0.7615 | 0.9202 |
2| 0.2395 | 0.5283 |
4 | 0.4051 | 0.3320 |
5| 0.1084 | 0.0923 |
6 | -0.2159 | -0.1555 |
7| -0.7956 | -0.3258 |
2| -0.0672 | -0.1793 |
o | -0.32862 | -0.0215 |
0 | -0.2102 | -0.2191 |
11 | -0.0844 | -0.1292 |
12 | -0.2000 | 0.3357 |
12 |  0.0838 | -0.6721 |

Lavariable canonique 1 sécrit :
f(M = 0.567 X1 - 0.761 Xo + 0. 840 X3t ... - 0. 209 X12 t 0. 064 X13

ou x; est la valeur normalisée de la variable j pour un individu. La variable 2 a dans
cette combinaison un coefficient négatif et la variable 3 un coefficient positif. Or le
résultat est corréé positivement avec les 2 variables. Toute interprétation rapide des
coefficients est périlleuse (TOMASSONE & Coll 19886 p. 64). Dans les deux
représentations les variables 2 et 7 ont une position cohérente sur les 2 axes. C'est
pourquoi on retiendra pour retourner aux données la figure 15. Pour en savoir beaucoup
plus sur |'analyse discriminante classique, utiliser laréférence qui précede.

V7

P

:

5 4

k. '

Figure 15 — lllustration de la capacité discriminante du couple des variables 2 (V2, distance
prédorsale) et 7 (V7, diamétre de I'aal). Données en Log normalisées. Nuage bivarié et représentation
des 5 populations. En gris : histogrammes par population de la variable 2 : séparation du groupe 5. En
noir : histogrammes par population de la variable 7 : séparation du groupe 5 et distinction entre les
groupes 2-3 et 1-4. La majeur partie de I'information contenue dans le plan discriminant (figures 10 a
13) est exprimée sur cette relecture élémentaire des données.
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Le caractere globalement plus petit des individus de la population 5 est resté
I’élément principal des analyses en composantes principales normeée, inter et intra
classes et discriminante classique. L'élimination de I'effet taille ne peut étre, ici,
gu’intentionelle.

4 — Analyses de la forme

Nous pouvons faire deux essais pour éliminer délibérément I’ effet taille. On se reportera
a l'aticle de Yoccoz (1993, op. cit.) pour les explications et références
bibliographiques nécessaires.

4.1 — Double centrage additif sur les logarithmes

Le premier est celui de I’ ACP doublement centrée (en ligne et en colonne) sur le fichier
transformé par y = Log(x)’. La figure 15 résume cette analyse qui n’autorise plus la
prise en compte d un effet taille mais montre encore une bonne part de variance inter-
classe.

12
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Figure 16 — ACP du tableau des logarithmes doublement centrés. a - graphe des valeurs propres. b -
carte des variables. c- cartes desindividus. Les deux cartes factorielles sont centrées (in Yoccoz 1988 op.
cit. p. 126).

2

i/e\\ -2. 5%2 5

-2.3

| R 1/
\‘ . -, / 2.4
‘\A’ V//o\ —2.4rH 2.7

/ § / -2.7
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Figure 17 — Analyse discriminante sur tableau en Log doublement centré. a - valeurs propres. b -
coefficients des combinaisons linéaires optimales (poids canoniques). ¢ - corrélations facteurs ACP et
facteurs AD. d - carte factorielle desindividus (plan 1-2). e - carte factorielle des individus (plan 1-3).

On peut s'interroger sur la signification statistique de la variabilité inter-classes. On
utiliseraici un test de permutations sur la trace de |’ analyse inter-classes (a gauche) ou
de I’analyse discriminante (a droite) :

numbet of random matching: 300 Obserwed: 0.013347
Histogromm: minimum = 0.000717, max<imum = 0.013547
number of simulation X<0bs: 300 Cfrequency: 1.0000003
numbetr of simulation X:=0bs: O «freguency: O.0000007

SRS g

|
|
| #
| #
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|
- |
rumber of random matching: S00 Obserwed: 1.729136
Histogramm: minimum = 0.230921, maximum = 1.789196
rumbet of simulation X<0bs: 300 ¢ freguency: 1.000000:;
rumbetr of simulation X:=0bs: 0 {frequency: 0.000000 3

bbbtk btk

ke

.-

La variance inter-classe observée est incompatible avec I’ hypothése d’identité des
populations, tant avec la norme naturelle qu’ avec la métrique inverse associée al’ ACP
doublement centrée. Lafigure 18 résume I’ analyse discriminante.

On notera la grande stabilité apparente de la variabilité intra-groupe et la capacité
uniforme de distinguer partiellement chagque groupe de chacun des autres. La structure
des données, vues de cette maniére, est essentiellement une structure inter-groupe,
puisque le plan 1-2 de I’analyse discriminante est voisin du plan 1-2 de I’analyse de
base.

4.2 — Double centrage multiplicatif sur les données

Sans passer par latransformation y = Log(x), on peut directement estimer un modéle
de taille en supposant qu’il existe un poisson standard fictif a = (a1, ap, ...a13) €t qu’une
observation s écrit :

X = (X1, X2, ..X13) = K (a1, @z, ...a13) + (Y1, Y2, ...y13)
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EDE Edit inertia §|
Matrix input file =] lomb | 120 13

Le modéle de taille dérive d’ une ACP non centrée dont le premier facteur donne une
estimation aux moindres carrés8. La valeur relative des six ACP de base d'un tableau
homogene justifie pleinement ce point de vue :

ption 1 = No action (non centred PCA) Inertia = 899833
ption 2 = Centred table (overall centred PCA) Inertia = 316313
ption 3 = Centred (zero mean) col ums Inertia = 14712
ption 4 = Centred (zero mean) rows Inertia = 308538
ption 5 = Additive nodel Inertia = 6937
ption 6 = Miltiplicative nodel Inertia = 1928

On note aussi la communauté des estimations de la taille faite par la moyenne des
valeurs en Log (en abscisse, ci-dessous) et |a premiere composante principale de I’ ACP
non centrée (en ordonnée) :

2" 420

o 5.3HH6.1

- 210

Apres élimination de I’ effet taille de cette maniére, I’ ACP des résidus conduit a une
analyse inter-classes, une analyse intra-classe et une anayse discriminante dont les
résultats sont tres voisins des précédentes. On veut simplement indiquer par ces
remargues que |’ analyse discriminante, surtout connue dans le cadre de I’ ACP normee,
s étend atous les types de variables et tous les modes de préparation des données.

On illustre ce dernier point avec |I’exemple “Charolais-Zébus’ de TOMASSONNE &
coll. (op. cit. p. 43). Le tableau 2 reproduit les données et I’ estimation de lataille par un
modele multiplicatif.

Lataille est-elle un facteur discriminant entre les deux groupes ? La représentation
du poids de viande estimée par |’ effet taille demande un test de signification :

.67_
Charolais
0 |
71 78
.67_
0 |
71 78
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OCONOSOODTADDWNE

10
11
12

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

A B C D E F

395 39541| 224 22561| 351 2949 | 791 73.58 6 8.84 149 16.18
410 40887 232 23329| 319 3049 | 734 76.08 | 9.7 9.14 164 16.73
405 40596 | 233 231.62| 30.7 3027 | 765 7554 | 75 907 165 16.61
405 408.7 | 240 23319| 304 3048 | 753 76.05 | 87 9.14 16 16.72
390 388.36| 217 22159| 319 2896 | 765 7227 | 78 8.68 157 15.89
405 41029 243 2341| 321 306 | 774 7635 | 71 917 155 16.79
390 39362 229 22459| 321 2935 | 784 7325 | 4.6 8.8 17 16.11
405 40887 240 23329| 31.1 3049 | 765 76.08 | 82 9.14 153 16.73
420 417.37| 234 238.14| 324 3112 76 7766 | 7.2 9.33 168 17.08
390 391.04| 223 22312]| 338 29.16 77 7276 | 6.2 8.74 16.8 16

415 41897 | 247 239.05| 30.7 3124 | 755 779 | 84 936 161 1714
400 40296 234 22991| 31.7 30.05 | 776 7498 | 57 9.01 18.7 16.49
400 39803 224 2271 | 282 29.68 | 735 74.06 11 8.9 155 16.29
395 396.65| 229 226.32| 294 2958 | 745 7381 | 93 887 161 16.23
395 39233| 219 223.85| 29.7 29.26 | 72.8 73 8.7 8.77 185 16.05
395 39444 224 22505| 286 2942 | 73.7 734 8.7 8.82 173 1614
400 39761| 223 22686| 285 2965 | 731 7399 | 91 889 17.7  16.27
400 39796 | 224 227.06| 278 29.68 | 73.2 7405 | 122 889 146 16.28
400 39653 221 226.25| 265 2957 | 723 7379 | 132 886 145 16.22
410 40884 233 23327 259 3049 | 723 7608 | 11.1 914 166 16.73
402 40346 234 2302 | 271 30.09 | 721 7508 | 104 9.02 175 1651
400 397.16| 223 22661| 26.8 2962 | 703 739 | 135 888 162 16.25
400 39297 | 213 22421)| 258 2931 | 704 7312 | 121 8.78 175 16.08

Tableau 2 — Mesures de 6 variables (poids en kg) sur 12 Charolais et 11 Zébus. Estimation des
données par un modéle multiplicatif (une valeur observée est approximée par le produit d’'un effet
individu et d’un coefficient d’ échelle associé a la variable). A - poids vif, B - poids de carcasse, C - poids
de viande premiére qualité, D - poids de viande totale, E - poids de gras, F - poids d’ os.

L’ analyse de variance répond :

variagble 1 from taille wersus variable 1 from zcla

Un test de permutation donne un avis remarquablement identique :

Source  #* 554 d.f . #* MS# F# Proba*
Betwean * | 234 1E+03# 1# 234 1E+03% | Z690E+O 1* 0. 055842+

Within * | 1332E+04%  271%  G344E+02F
Total *#  1DEEE+O4+ 22

number of random matching: 10000 Observed: 0. 149455
Histogramm: minimum = 0.000000, moximum = 0.541711
rumber of simulation X<0bs: 9341 (frequency: 0.9341002
rumber of simulation Xx=0bs: 639 (frequency: 0. 0653003

Quant alaforme, elle ne laisse pas planer d’ambiguité :

number of random matching: 1000 Observed: 0.8113882
Histogramm: minimum = 0.0028441, moximum = 0.811388
rumber of simulation X<0bs: 1000 <frequency: 1.000000%3
rumber of simulation X:x=0bs: 0 (frequency: 0.000000 %3

bbbtk
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De I’anayse discriminante sur le tableau des résidus, on retiendra le graphe qui relie
le code canonique et chacune des variables et tend a identifier comme principales
variables activesle couple 3 et 5 :

.751
0 = Zébus I Charolais :1

1.7
Charolais

Charolais

On noteradonc la possibilité laissée al’ utilisateur de faire de | analyse discriminante
apres une quelconque pratique de centrage, en particulier apres une AFC. On peut
refaire les calculs avec les cartes Ombres et Zébus de la pile ADEsData.
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