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Le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Dynamique des populations de proies et prédateurs sans interactions

Les prédateurs P

@ croissance logistique,
parametres 7 et K.

@ décroissance exponentielle,
parametre p

Po
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Le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Les interactions proies-prédateurs

Si les déplacements de proies et prédateurs se font au hasard, alors
le nombre de rencontres entre proies et prédateurs est

proportionnel au produit NP.
Les prédateurs

Les proies N — .
. . @ Reproduction a la vitesse
o Consommation a la vitesse BNP
aNP. ’

@ (3 caractérise le rendement
des attaques en termes de
reproduction des prédateurs.

@ « caractérise |'efficacité des
attaques des prédateurs.
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Les équations du modéle

On a le systeme de deux EDO du premier ordre suivant :

dN N
=rN (1—K> — aNP

dt
dP
& = _uP + BNP
i pP+p
dN dP
Dans le plan (N, P), on peut étudier le signe de - et e
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. dN
Signe de =

dN
L'évolution du nombre de proies dépend du signe de a

dN N

N
— N<rrKozP>>0

r N
<— P —(1—-—

dN N
dtzOpourN:OetP:;<1K>.
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Portrait de phase

. dP
Signe de -

L'évolution du nombre de prédateurs dépend du signe de

dt
dP
E>O <~ —uP+pBNP >0
< P(BN—-—u) >0
= N>H

B

P
Cilt:OpourP:OetN:g.
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. dN
Signe de =

r/a
o p—

dN/dt<0

dN/dt>0
—
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. dP
Signe de -

dP/dt<0

! l

dP/dt>0

T

u/p
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Vecteurs vitesse

A
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Evolution du systeme

r/a

u/B K

://pbil.univ-1yonl.fr/R/enseignement.ht; Analyse des systemes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R
Introduction : le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Portrait de phase

Chroniques

0
o
<
o
0
—
<
—
0
[=}
=
[=}

0 50 100 150 200 250 300 350

://pbil.univ-1yonl.fr/R/enseignement.ht; Analyse des systemes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Introduction : le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Définitions

Plan détaillé

@ Introduction : le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

@ Définitions

http://pbil.univ-1lyonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systemes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Introduction : le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Définitions

Définitions
Point d'équilibre

Soit un systeme dynamique d'EDO tel que

dfag = f(xvy)
&y
% = g(x,y)

Un point d'équilibre de ce systéme est un point (z*, y*) qui vérifie :

dx

1. = f(x*v y*) = O
d T=TX,y=y*

71/ — * k) —
— g(z*,y*) =0
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Définitions

Isoclines nulles

Soit un systeme dynamique d'EDO tel que
dz
&
bt
dt
Les isoclines nulles de ce systemes sont I'ensemble des points du
plan qui vérifient :

dr _
dt

= f(x,y)

= g(z,y)

d
Jle,y)=0 ou L =g(e,y)=0

d
Sur le portrait de phase, on parle d’'isocline horizontale (d‘z = O>

. dz . . .
ou verticale <dt =0 |, selon la direction des vecteurs vitesses en

ces points.
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Systeme planaire

Définition

Un systeme d'EDO tel que

dz
&
il 9(z,y)

est un systéme planaire si et seulement si

5 ' gy erd)  F@y) az + By +
(Oé,,B,"}/,Oé,/B,")/)E |{9(I,y) — O/I"_ﬁ,y‘i"yl
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Systeme planaire

Propriété

Si (z*, y*) est un point d’'équilibre d'un systéme planaire, on
effectue le changement de variable t = 2* 4+ u <— u=x — z*
ety=y*+v <= v=y—y*

d d
== Iyt )
%—%—(*Jr *+w)
it~ ax I TmY T
Soit J
d—?zau%—ﬁv
d
d—z:a’u—i—ﬂlv
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Systeme planaire

Propriété

Pour tout systeme planaire, il existe un systeme planaire équivalent
s'écrivant a1, ai2, a1, a2

du n

— = a1 a19v
o 11 12
dv n

— = a1 U a9V
o 21 22

Pour I'étude des systemes non planaires, nous utiliserons un
développement de Taylor du premier degré pour nous placer dans
un systéme planaire équivalent au voisinage des points d’'équilibre.

http://pbil.univ-1lyonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systéemes dynamiques dan


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Les systemes planaires dans R2

Définitions

Systeme planaire

Ecriture matricielle

Soit un systeme planaire du type

du n

— = au a19v
at 11 12
dv 4

— = aou a9V
gt 21 292

Ce systéme est équivalent a I'écriture matricielle X = MX avec

M:(a” “12) et X:(“)
a1 a2 v
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Définitions

Systeme planaire

Ecriture matricielle

Soit un systeme planaire du type

du 4
— = au a19v
gt 11 12
dv n

= au a9V
ot 21 292

. a a/ Ve " - - "
La matrice M = ( all a12 ) est appelée “matrice Jacobienne
21 022

du systeme.
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Equation caractéristique

Soit un systéme planaire du type admettant la matrice Jacobienne

ail a12
M =
agi a2
Les valeurs propres de M sont les solutions de I'équation
caractéristique

det(M — AI) = 0 =0

aip — A ai2
a1 aga — A

(a11 — A)(ag2 — ) — a12a22 =0
A2 — (a11 + ag2) X\ + (a11a22 — ag1ag) =0
A2 — Atr(M) + det(M) = 0

=
g
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Equation caractéristique

Soit un systéme planaire du type admettant la matrice Jacobienne

a a
M — 11 @12
agy a2
La nature des solutions dépend du discriminant de |'équation

caractéristique A2 — A\tr(M) + det(M) = 0

A = tr(M)? — 4 det(M)
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JAND(|

M admet deux valeurs propres réelles

tr(M) + VA
M=——"F7"—""—" N=—"—"TF"-""—
2 2
On effectue un changement de bases pour se placer dans une base
ol M est diagonale

(N 0N
D_<O A2>_P MP

ol M est la matrice de passage constituée par les vecteurs propres
de M associés a \; et \g.

P ( P11 P21 )
P12 P22
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Solutions des systemes d’EDO linéaires (cas de 2 valeurs propres réelles)

JAND(|

Alors, on pose

u w _ u w
=P =Pt
v z

On a alors

—p( Y optm( * ) =pimp (Y v
A ) v z
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Solutions des systemes d’EDO linéaires (cas de 2 valeurs propres réelles)

JAND(|

On a alors
W= A\w w(t) = KyeMt
2(t) = Kye?!

()=r(5)=C ) ()
<38>:K1<§E>€A”+K2<§z;>em
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Solutions de X = MX

Soit un systeme planaire du type X = MX, les solutions du
systeme sont du type :

X(t) = eMiX,

ol eM est I'exponentielle de la matrice M définie par :

oo
Mk
M _
M=> G
k=0

ott MY =TI (la matrice identité) et X est imposé par les
conditions initiales du systeme.
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Exponentielles de matrices et formes de Jordan

Propriétés des exponentielles de Matrices

O Si A et B commutent (AB = BA), alors eATB = ¢A B,
Q@ SiB=—A, alors eA™B =0 =T, dot e = (e?) !

© Si B est semblable 3 A (B = P~'AP), alors ¢B = P~ 1eAP.
d
Q Si B = A¢, alors %eAt = AeAl = ALA.
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Formes de Jordan dans R?

Proposition

Soit A une matrice réelle carrée de dimension 2, alors il existe une
matrice réelle inversible P telle que J = P~'AP est de I'une des
formes suivantes :

(A 0 (X O
=0 n) =0 )
. )\0 1 . Ck—ﬁ
=) =57

J est la “forme de Jordan” réelle associée a A.
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Formes de Jordan dans R?

=(38) - e (78

(5 0) = e () e
(50 ) e e () e ()
=50 = e ()
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Typologie des systemes planaires

Forme de Jordan associée a la Jacobienne

Soit un systéme planaire du type

du n
—Q = a11u a12v
dt
dv n
— = a21Uu as2v
dt
Il existe une forme de Jordan réelle J associée a la matrice
) N a1 012
Jacobienne du systeme M =
a21 22

J et M sont emblables donc J et M ont les mémes valeurs propres.
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Typologie des systemes planaires

Forme de Jordan associée a la Jacobienne

Valeurs propres de la Jacobienne

ailr a2

Les valeurs propres de M =
ag1 a2

det(M — AT) = 0.

> sont les solutions de

det(M — AI) = 0
ajn — A ap
a1 a2 — A
(a11 — A)(ag2 — A) — ar2a21 =0
A% = A1 + ag2) + ar1a22 — arpap1 = 0

-

1111

A2 — tr (M)A + det(M) = 0
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Typologie des systemes planaires

Forme de Jordan associée a la Jacobienne

Equation caractéristique de la Jacobienne

Les valeurs propres de M sont les solutions de I'équation
caractéristique

A% — tr(M)A + det(M) = 0.
On distingue plusieurs cas selon le signe de

A = (tr(M))? — 4det(M).
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Typologie des systemes planaires

A > 0, M a 2 valeurs propres réelles distinctes

@ On note \; et Ao les valeurs propres de M.
Y _ o un
@ Des vecteurs propres associés sont u; = < u ) et
12
_ o uz
Uy = .
: w1 U
@ La matrice de passage est P = 1l
U2 U2
A0
o PT'MP =J = < !

0 A
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Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

2 valeurs propres réelles distinctes positives

A2 > 0 Noeud instable
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Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

2 valeurs propres réelles distinctes négatives
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Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

2 valeurs propres réelles de signes opposés

Ay > 0ou A1 > 0 et Ay < 0 Point selle
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Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires
A =0, M a 1 valeur propre double réelle

On distinque deux cas possibles :

@ M est déja diagonale, M = < )E]O N > alors M est déja
0
sous sa forme de Jordan J = A 0
0 Xo

@ M n'est pas déja diagonale.
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Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

1 valeur propre réelle double et M est diagonale

o > 0 Etoile instable

/pbil.univ-1yonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systemes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“

o . P
Les systemes planaires dans R

Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

1 valeur propre réelle double et M est diagonale

o < 0 Etoile stable

/pbil.univ-1yonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systemes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Les systemes planaires dans R2

Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires
A =0, M a 1 valeur propre double réelle et n'est pas diagonale

@ On note A\ la valeur propre double de M.

., m
@ Un vecteur propre associé est uy = Ho1 etm = !
Up2 mg

est un vecteur non colinéaire a uy.

@ La matrice P = ( tor
Up2 M2

)\0 Cc
0 Ao
@ Pour triangulariser M, on utilise une nouvelle matrice de

passage P, = ( (1) 0 )P

> permet de triangulariser M.

P 1MP = ( ) ou ¢ est un réel non nul.

C—l

o P;'MP; = :(AO 1)
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Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

1 valeur propre réelle double et M n'est pas diagonale

» > 0 Noeud dégénéré instable

=

>
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Les systemes planaires dans R?

Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

1 valeur propre réelle double et M n'est pas diagonale

< 0 Noeud dégénéré stable
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Les systemes planaires dans R2

Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

A < 0, M a 2 valeurs propres complexes conjuguées

2
@ Des vecteurs propres associés a A1 et Ay sont également
complexes conjugués, et on peut écrire u; 2 = a & ib, ou

a b ,
a= ( al > et b= ( bl ) sont des vecteurs réels de R2.
2 2

. A
@ Onnote \12 =a £ if, aveca:tr(;v[) et B = E

@ La matrice de passage est P = ( b @ )

bg a
_ [ a =B
oPlMP_J_<B a)
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Les systemes planaires dans R?

Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

2 valeurs propres complexes conjuguées

> 0 Foyer instable
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o . P
Les systemes planaires dans R

Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

2 valeurs propres complexes conjuguées

< 0 Foyer stable

L —

/’\

/pbil.univ-1yonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systemes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“

o . P
Les systemes planaires dans R

Typologie des systemes planaires

Typologie des systemes planaires

2 valeurs propres complexes conjuguées
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Les systemes planaires dans R2

Synthese

Plan détaillé

@ Les systemes planaires dans R?

@ Synthese
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Les systemes planaires dans R2

Synthese

Typologie des systemes planaires : synthese

Soit un systeme planaire du type

du n

— = au a19v
T 11 12
dv 4

— = aou a9V
gt 21 292

Ce systéme est équivalent au systeme X = MX, ol M est la
matrice Jacobienne du systeme définie par

Q Q
M = 11 12 )
a21 422
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Les systemes planaires dans R?

Synthese

Typologie des systemes planaires : synthese

Le type de point d'équilibre du systeme dépend du nombre, du
type (complexe ou réel), et du signe de la partie réelle, des valeurs
propres de la matrice Jacobienne du systeme M. Ces valeurs
propres sont solutions de I'équation caractéristique de M,

A2 — tr(M)A + det(M) = 0.
On distingue plusieurs cas selon le signe de

A = (tr(M))? — 4det(M).
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Les systemes planaires dans R2

Synthese

Typologie des systémes planaires : synthese
Cas A > 0.

Les valeurs propres de M sont

tr(M) £ /(tr(M))?2 — 4det(M)
2

A2 =

e Si det(M) > 0, alors 1/(tr(M))2 — 4det(M) < [tr(M)] et Ay
et Ay sont du signe de tr(M). Le point d'équilibre est un
nceud stable ou instable.

o Si det(M) < 0, alors \/(tr(M))?2 — 4det(M) > [tr(M)| et A\
et Ao sont de signes opposés. Le point d'équilibre est un point
selle.
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Les systemes planaires dans R2

Synthese

Typologie des systémes planaires : synthese
Cas A = 0.

M possede une valeur propre double

@ Si M est diagonale, le point d'équilibre est une étoile stable
ou instable selon le signe de tr(M).

@ Si M n’est pas diagonale, le point d'équilibre est un nceud
dégénéré stable ou instable selon le signe de tr(M).

http://pbil.univ-1lyonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systemes dynamiques dans R2


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Les systemes planaires dans R2

Synthese

Typologie des systémes planaires : synthese
Cas A < 0.

M possede deux valeurs propres complexes conjuguées

(M) |, /[E(MD)? — 4det(M)|
2 2

Ao =

e Sitr(M) > 0, le point d'équilibre est un foyer instable.
e Sitr(M) < 0, le point d'équilibre est un foyer stable.
e Si tr(M) = 0, le point d'équilibre est un centre.
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Les systemes planaires dans R?

Synthese

Typologie des systemes planaires : synthese

Dans le plan (tr(M);det(M)), on peut représenter les régions
d’apparition des différents types de points d'équilibre.

Le discriminant de I'équation caractéristique de la Jacobienne M
du systeme est :

A = (tr(M))? — 4det(M).

(tr(M))?

La parabole d’'équation det(M) = —1 délimite les régions du

plan ou A > 0 (sous la parabole) et A < 0 (au dessus de la
parabole).
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o . P
Les systemes planaires dans R

Synthese

Typologie des systemes planaires : synthese
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R“

Table des matieres

© Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Exemple : le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Plan détaillé

(3] Etude qualitative des systémes non linéaires dans R2
@ Exemple : le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra
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Analyse des systemes dynamiques dans
Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Exemple : le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Les équations du modéle

Les équations du modeéle sont :

aN
dt

E
dt

N
=rN I—E — aNP

= —uP + BNP
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’équilibre

Plan détaillé

(3] Etude qualitative des systémes non linéaires dans R2

@ Isoclines et points d'équilibre
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’équilibre

Isoclines nulles
Rappel

Soit un systeme dynamique d'EDO tel que

dz
Y

o = 9@y

Les isoclines nulles de ce systemes sont I'ensemble des points du

plan qui Vvérifient :

dx dy
o —f@y)=0 ou — =g(z,y)=0
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’équilibre

Isoclines nulles

exemple

Dans le modele proposé, les isoclines verticales vérifient %[ =0

N _, rN<1—g>—aNP:O

dt
N
= N<r—TK—ozP>:0

~— N=0
r(K — N)
P=——"
ou e
Il existe deux isoclines verticales d'équation N =0 et
r(K —N)
P=——""
aK
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’équilibre

Isoclines nulles

exemple

Dans le modele proposé, les isoclines horizontales vérifient % =0

dP

E:O <~ —uP+pBNP=0
< P(—p+pN)=0
<~ P=0
ou N:H

Il existe deux isoclines horizontales d'équation P =0 et N = g

B
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’équilibre

Définitions
Point d'équilibre

Soit un systeme dynamique d'EDO tel que

dfag = f(xvy)
&y
% = g(x,y)

Un point d'équilibre de ce systéme est un point (z*, y*) qui vérifie :

dx

1. = f(x*v y*) = O
d T=TX,y=y*

71/ — * k) —
— g(z*,y*) =0
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’équilibre

Points d'équilibre

Les points d'équilibre sont a I'intersection des isoclines horizontales
et verticales. Dans le modele de proposé, il existe trois points
d’équilibre :

Ny =0

Ao{p6=0
PF=0

Ay r(K — Ny)
Pf=———"> < N =K
1 ok 1
N;:%

A2 r(K —§)
Py =
2 aK

Le point Ay n'existe que si K > %
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’équilibre

Etude du systéeme au voisinage des points d'équilibre

Changement de variable

Soit un systeme dynamique d'EDO tel que

dx
Y

29 T

dt g( 73/)7

possedant un point d'équilibre (z*, y*).

On introduit le changement de variable suivant :

u = x—xF
vo= Y=y

http://pbil.univ-1lyonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systemes dynamiques dans R2


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’équilibre

Etude du systéeme au voisinage des points d'équilibre

Linéarisation au voisinage du point d’équilibre

On linéarise le systéme au voisinage du point d'équilibre en utilisant
un développement de Taylor au premier ordre des fonctions f et ¢

. . o o)
=i =f(z*,y") + o e )+ & (o) (y—y")
0=9=9(" )+ Gl L, @) Gyl YY)
soit,
0 o of
gm (2%, zy (=*,5%)
g g
= 5Z + —’ )
92 | (zx %) Y@,y

Analyse des systemes dynamiques dans R2
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Jacobienne d’un systeme quelconque

Plan détaillé

(3] Etude qualitative des systémes non linéaires dans R2

@ Jacobienne d'un systeme quelconque
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Jacobienne d’un systeme quelconque

Jacobienne d'un systeme quelconque

Soit un systéme dynamique d'EDO tel que

dz
y _

o = @)

La matrice Jacobienne de ce systeme est définie par

of of

dr 9y
M =

99 9

or Oy
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Jacobienne d’un systeme quelconque

Jacobienne d'un systeme quelconque

Exemple du modele de Lotka-Volterra

Les équations du systeme sont
. N
]erN(l—K> — aNP
P =—puP + BNP

La matrice Jacobienne de ce systeme est

ON ON

ON 0P
M =

oP 9P

ON 0P
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Jacobienne d’un systeme quelconque

Jacobienne d'un systeme quelconque

Exemple du modele de Lotka-Volterra

Les équations du systeme sont
. N
N=rN|1-— | —aNP
V= ( K) o
P =—uP + BNP

La matrice Jacobienne de ce systéeme est

2rN
r—aP—T? —aN

pgpP BN —p

M =
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Théoréme de linéarisation

Plan détaillé

(3] Etude qualitative des systémes non linéaires dans R2

@ Théoreme de linéarisation
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R“

Théoréme de linéarisation

Théoreme de linéarisation

Théoreme de linéarisation

Soit un systeme non linéaire X = ®(X) admettant un point
d'équilibre (z*, y*) et tel que det(A) # 0, ou A est la matrice
Jacobienne du systéme au point (z*, y*). Alors, dans un voisinage
du point d’équilibre, les portraits de phase du systeme X = ®(X)
et de sa forme linéarisée U = AU sont qualitativement
équivalents, sous réserve que le systeme linéarisé ne corresponde
pas a des centres.
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?
Théoréme de linéarisation

Théoreme de linéarisation
Application au modéle de Lotka et Volterra (cas K > £)

On se place dans le cas ol il existe trois points d'équilibre K > £

5
La Jacobienne du systéme est :
2rN
r—aP — T? —aN
M =
ppr BN — p

Au point d'équilibre Ay = (0,0), la Jacobienne s'écrit

0
MA°:(6 —u>

On a det(My,) = —rp < 0 donc le point d'équilibre Ay = (0,0)
est un point selle.
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Théoréme de linéarisation

Théoreme de linéarisation

Application au modele de Lotka et Volterra

Au point d'équilibre A1 = (K,0), la Jacobienne s'écrit

—-r  —aKkK
Ma = ( 0 BK —p )
—r(BK —p) <0 (car BK > p) donc le point

On a det(My,) =
= (K,0) est un point selle.

d’'équilibre Ay
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Théoréme de linéarisation

Théoreme de linéarisation

Application au modele de Lotka et Volterra

K&
Au point d'équilibre Az = (4, "5, 1a Jacobienne s'écrit
N* *
—r& —alN
Ma. = ( 5P 0 )

On a det(My,) = aBN*P* > 0 et tr(My,) = —TN?* < 0 donc le
point d'équilibre Ao est un noceud, un nceud dégénéré, ou un foyer
stable selon le signe de A = (tr(May,))? — 4det(Ma,).
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Théoréme de linéarisation

Application au modele de Lotka et Volterra
Etude du signe de A

A = (tr(MAQ))2 — 4det(MA2)
= (£N*)? - 4aBN*P*
7'2 T
= & = f=b-dap (K—%)
— K& = ri5+4(u-BK).
A est donc du signe de r4f5 + 4(u — BK)
4BK — KB

A< <<= r<

Analyse des systemes dynamiques dans R2
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R“

Théoréme de linéarisation

Application au modele de Lotka et Volterra

Portrait de phase au voisinage de A,

< UBK-—p)Kp

A(BK—p)K B
- r> (BK—p) K|

N = nceud stable

r = foyer stable
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Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Théoréme de linéarisation

Application au modele de Lotka et Volterra

4(BK 7;1)1’\"5)

Portrait de phase (cas K > £ et r < m

rla

A
Ao u/B K

/pbil.univ-1yonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systemes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans
Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Théoréme de linéarisation

Application au modele de Lotka et Volterra

. - m X 4(BK—p)K
Chroniques (cas K > getr < ——

o _|
©
o _|
rel
o |
e ¥
:::'3 g proies
3
o _|
N
o _| prédateurs
—
o
T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350
temps
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Table des matieres

@ Exemples classiques
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Plan détaillé

e Exemples classiques
@ Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra
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Exemples classiques
Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Présentation du modele

On modélise deux especes 1 et 2 en compétition
o Croissance logistique en absence de compétition
@ Chaque individu de I'espece 2 geéne la croissance de |'espéce 1
comme « individus de |'espece 1.

@ Chaque individu de I'espéce 1 gene la croissance de I'espece 2
comme [ individus de I'espece 2.
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Les équations du modéle

Espece 1
le Nl + CMNQ
N (1=
at o < K )
Espece 2
dNy No + BNy
T2 N, (1=
a2 ( K,

http://pbil.univ-1lyonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systéemes dynamiques dan


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques
Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Isoclines nulles : isoclines verticales N; = 0

On résoud N; =0

aNy

dt. —

<~ 7‘1N1<1—N1+T?N2>=0
= N =0
Ni+aNy _

ou %:‘271
— Ny 4+ aNy = K
_ Ki—N

= No = =1~

Il'y a deux isoclines verticales d'équation Ny = 0 et Ny = %
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Isoclines nulles : isoclines horizontales No = 0

On raisonne par symétrie (N1 <> No, Kj <> Ko, 11 <> 19 et

a < f).

M_O
<— N2:0
ou Ny = K2 N

< NQ—KQ—BNl

Il'y a deux isoclines horizontales d'équation Ny = 0 et
Ny = K5 — BNy
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Portrait de phase

Ki/a

N,

Kz

K1 K./B

Ny

/pbil.univ-1yonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systemes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Portrait de phase : directions des vecteurs vitesse

Ki/a

N

K, (—l

J

J

Ky Ko/B

Ny
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Points d'équilibre

Points d'équilibres sur I'isocline verticale Ny = 0
® Ny =0, un point d'équilibre Ag : (N} () = 0; N5 () = 0).
@ Ny = K5 — Nj un point d’équilibre
Ar s (VT (1) = 0; N3 (g = Ka).

Points d'équilibres sur I'isocline verticale Ny = @

@ Ny =0, un point d'équilibre A, : (Nl*(Q) = Ki; NQ*(Q) =0).
@ Ny = Ko — BN7 un point d'équilibre

Ki—aK: Ko—BK
Ag: (N (g) = =052 V5 9 = 4205°)
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Points d'équilibre

Il'y a quatre points d'équilibre
o Ay: (Nj(g) = M4=85% V3 ) = 4=55%)
Conditions d'existence du point d'équilibre A3

1—-aB >0 1—-aB <0
%>a ou %<a
553 Loy
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Matrice Jacobienne

La matrice Jacobienne du systeme est

2Ny + alNy ar
g (1 - K> 7
M —
Bry N 2N + BNy
22, ” ( -2t )
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Stabilité des points d'équilibre

Au point d'équilibre Ag : (N} ) = 0; N5’ ) = 0), la matrice
Jacobienne s'écrit
™ 0

My =
0 T2

Ag est un noeud instable.
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Stabilité des points d'équilibre

Au point d'équilibre A : (N1*(1) =0; N3 (qy = K5), la matrice
Jacobienne s'écrit

o Si &1 < K, alors det(M;) > 0 et tr(M;) < 0, 4; est donc
un pomt d’'équilibre stable.

o Si &1 > K, alors det(M;) < 0, A; est donc un point selle.
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Stabilité des points d'équilibre

Au point d'équilibre A : (Nl*(2) = Ki; N2*(2) = 0), on raisonne par
symétrie
- —Qanr

M, =
K

0 1—-38—

7“2( 5K2>

o Si & F < K, alors det(Mg) > 0 et tr(Mz) < 0, Ag est donc
un pomt d’équilibre stable.

o Si &2 > K, alors det(Ms3) < 0, Az est donc un point selle.
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Stabilité des points d'équilibre

Au point d'équilibre Az : (Nf 5 = K=0f2; Ny o) = J2=000) 1a
matrice Jacobienne s'écrit :

, 1 2N1*(3) + OéN2*(3) _OérlNl*(g)
! Kl Kl
M3 =
B3 L CREAINC
Ky ’ Ky
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Stabilité des points d'équilibre

Au point d'équilibre A : (Ny () = K=22; Ny o = Ho=001)
matrice Jacobienne s'écrit :

rlNl*(3) arlNl*(g)
K K
M;s =
6T2N2*(3) T2N2*(3)
K K
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique
Stabilité des points d'équilibre

T17“2N1* NQ*
det(Ms) = (1 — aﬁ)#

7‘1N1*(3) TQNQ*(?))
K K
e Si (1—ap) <0, alors A3 est un point selle.
@ Si (1—apf) >0, alors A3 est un point d’'équilibre stable.

est du signe de (1 — af3).

<0

tr(Ms) =
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Portrait de phase : cas ou A3 existe et 1 —af >0

Ki/a

N,

Kz

Ky Ko/B

Ny

Il'y a coexistence des deux espéces.
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Portrait de phase : cas ou A3 existe et 1 — af <0

Kz

Ki/a

N2

Ko/B Ki

Ny

Il'y a exclusion mutuelle.
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Portrait de phase : cas ol A3 n’existe pas et K> > Ki/a

Kz

ZN Kl/G /_/kl

Ky Ko/B

Ny

L'espece 2 exclut I'espece 1.
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Exemples classiques

Le modele de compétition interspécifique de Lotka-Volterra

Modele de compétition interspécifique

Portrait de phase : cas oll A3 n'existe pas et K1 > K>/f3

Ki/a

N2

Kz

Ko/B Ky

Ny

L'espece 1 exclut I'espece 2.
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Plan détaillé

@ Exemples classiques

@ Le modele épidémiologique SIR
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Présentation du modele

Ce modele distingue trois classes d’'individus selon leur
susceptibilité vis-a-vis d'une maladie contagieuse.
@ Les individus susceptibles S sont sains et peuvent étre
contaminés.
@ Les individus infectés I peuvent contaminer les individus
susceptibles.
@ Les individus immunisés R ont été infectés et sont immunisés
quelques temps contre la maladie. lls redeviennent ensuite
susceptibles.
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Exemples classiques
Le modele épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Equations du modgle

Les équations du modele sont

( dS

> 3]

o BIS +~R
dl

dR

Y Ul AR
a7

Analyse des systemes dynamiques dans

http://pbil.univ-1lyonli.fr/R/enseignement.html


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Interprétation biologique

@ IS est le terme d'interaction entre les individus susceptibles
et les individus infectés. C'est la quantité d'individus
susceptibles devenant infectés par unité de temps dt.

@ v est la quantité d’individus infectés qui guérissent par unité
de temps dt.

@ YR est la quantité d'individus immunisés qui perdent leur
immunité par unité de temps dt.
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR
Points d'équilibre

Sionnote N=S+1+R,ona
dN dS dI dR

T TR TR T

dN . .
T 0 <= N = Ny, on peut donc réduire ce systeme a un

=pIS - BIS+yR—~yR+vI—-vI=0

systeme a deux dimensions S et I, on aura a tout instant
R=Ny—S5-1.
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Exemples classiques
Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Points d'équilibre

(45 _, g_ 1R
dt ~vR = BIS BI
dl 1%
=0 < I =p3IS <— I=0 ou S=-—
dt vi=p B

I =~9R

R _ vI=y R="Y1
dt \ Y

Analyse des systemes dynamiques dans R2

http://pbil.univ-1lyonli.fr/R/enseignement.html


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR
Points d'équilibre

o Iy =0= R)=0cet Sy = Np, tous les individus sont sains.

oS{:%,Il*:No—R{—SfetR*:%Il*donc

* 1%
Sl:g

*:NO_% V(BNO_V)

1—1—%  B(y+v)

R*:NO_% :V(ﬁNO_V)
YT+ B(v+v)

Ce point n'existe que si Ny > %
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Isoclines nulles

En utilisant la relation Np = S + 1 + R,

( d
5 = —BIS+~R
dt ds
i E:’Y(No—[)—(ﬁIJr’Y)S
— =pIS —vi =
dt dI
— =pIS —vi
dR dt
L E :VI—’}/R
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Exemples classiques
Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Isoclines nulles

ds
pral Y(No—1) = (BI+7)S=0
<~
ﬂ_o I(BS —v)=0
dt
_ AN —1)
BI +~
<~

v
I=0 ou S=-—
B
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Exemples classiques
Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Matrice Jacobienne du systeme

ds

EZV(NO—I)—(BIJF’V)S Bl —y —-BS—~n
=M=

i B BI BS —v

dt_BIS vl

Analyse des systemes dynamiques dans R2

http://pbil.univ-1lyonli.fr/R/enseignement.html


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systemes dynamiques dans R“
Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR
Stabilité des points d'équilibre

Au point (Sg = No; I7 = 0), la Jacobienne s'écrit
- —BNo—~
My =
0 ,BNO -V

tr(Mp) = —y + BNy — v et det(Mg) = —y(SNy — v)

det(Mo) >0 et tr(Mo) <0
A= (=y+BNo—v)?
+4v(BNo — v)
= (—7—BNo+v)*>0
= (57 1) est un nceud stable.

det(Mg) < 0
= (50 1) est un point selle.
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR
Stabilité des points d'équilibre

Au point <Sl* Y. ’W

—pIf —y —BSF—~

=

>, la Jacobienne s'écrit

M, =
BIy 0

tr(My) = =B —v <0
= (S7;I}) est stable.
det(My) = BI} (BST +v) >0
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR
Portrait de phase, Ny > ’;

No

v/p No
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Portrait de phase, No > 7, directions des vecteurs vitesse

No — Py
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Portrait de phase, No > 7, trajectoires

No

v/B No

S

A I'équilibre If > 0, Sf = % et Rf = No — If — Sf.
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR
Portrait de phase, Ny < ’;

No

No v/B
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Portrait de phase, No < 7, directions des vecteurs vitesse

No < < “
e N i
) \Y
S
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Exemples classiques

Le modéle épidémiologique SIR

Le modele épidémiologique SIR

Portrait de phase, No < 7, trajectoires

No

— SN

S

L'infection ne se maintient pas dans la population.
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Pour aller plus loin

Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Plan détaillé

© Pour aller plus loin
@ Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec
croissance exponentielle des proies
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Analyse des systemes dynamiques dans R“
Pour aller plus loin

Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Le modele proie-prédateur

Avec une croissance exponentielle des proies

Les équations du modele sont

dN

— =1rN — aNP
dt

dP

— = —uP NP
g~ HPEs
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Pour aller plus loin

Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Isoclines nulles

T _o
ﬂ:7“N—ozNP
dt

P
(fi—t = —uP + GNP ou

T e
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Pour aller plus loin
Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Isoclines nulles

ﬂ =rN — aNP
dt

dp
= — _uP+ BNP
i uP + 3

t
(—p+BN)=0

¢
= U U
Il

=
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Pour aller plus loin
Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Points d'équilibre

Les points d'équilibre sont a I'intersection des isoclines nulles.

I
N=0 N=75

P=0 P

Q=

Analyse des systemes dynamiques dans
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Pour aller plus loin

Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Portrait de phase

Vecteurs vitesse

o I'/C( \‘/ {

u/B
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Pour aller plus loin
Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Matrice Jacobienne du systeme

dN
— =N —aNP r —aP —aN

dt

dp BP  —pu+ BN
= — _uP+ NP
i puP + 3

<
[

Analyse des systemes dynamiques dans
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Pour aller plus loin

Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Matrice Jacobienne du systeme
Au point d'équilibre N =0, P =0

r—aP —aN "
M — My, =
BP  —u+ BN 0 —n

det(M) < 0 = le point (0,0) est un point selle.
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Pour aller plus loin

Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Matrice Jacobienne du systeme
Au point d'équilibre N* = %P* =L

@

r—aP —aN 0 —aN*
M = My« px =
BP  —p+pBN ppP* 0
det(M) = afN*P* > 0 et tr(M) = 0 = la linéarisation prévoit
des centres.
Le théoreme de linéarisation ne peut pas s'appliquer.
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Pour aller plus loin

Le modele proie prédateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Evolution du systeme

Le point d’équilibre non trivial est un centre

rla

u/p
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Pour aller plus loin

La notion d’intégrale premiére

Plan détaillé

© Pour aller plus loin

@ La notion d'intégrale premiere
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Pour aller plus loin
La notion d’intégrale premiére

Intégrale premiere

Les solutions (N(t), P(t)) du systeme vérifient
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ol K est une constante quelconque.
On note f(N,P) =N — pln(N) + aP — rIn(P).
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La notion d’intégrale premiére

Graphe de la fonction f

Pour r=pu=0.1, et a =3 =0.01
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La notion d’intégrale premiére

Evolution du systeme

Les solutions suivent des courbes de niveau de f
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Suggestion de lecture

Plan détaillé
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Number of predators (P)

Number of victims (V) te
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