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3.1 Unicit́e du d́eveloppement limit́e . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2 Troncature d’un d́eveloppement limit́e . . . . . . . . . . . . . . . 41
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5 Exemples d’utilisation des développements limités . . . . . . . . . . . . 46
5.1 Formes ind́etermińees0
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2.3 Ińegalit́es : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .54

3 Primitives et int́egrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .55
3.1 Int́egrales ind́efinies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56

4 La formule d’int́egration par parties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57
5 La formule du changement de variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
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Chapitre 1

Fonctions, limites, continuit́e

1 Fonction, représentation graphique

On consid̀ere des fonctions̀a valeurs dansR, et d́efinies sur une partie deR. Se donner
une telle fonctionf , c’est se donner une partieE deR et un proćed́e associant̀a chaque
x ∈ E un ŕeely (not́e f(x)) bien d́etermińe.E est l’ensemble de d́efinition def . Dans
tous les cas utiles,E est un intervalle, ou une réunion d’intervalles.

Exemples :
• E = [a, b] (a, b ∈ R, a < b)
• E =]a, b]
• E = [0,+∞[
• E = [a, c[∪]c, b] aveca < c < b

Notation :

f : E → R

Très souvent, la fonction est définie par une formule donnantf(x), et le domaine de
définition est implicite : c’est l’ensemble desx ∈ R pour lesquels la formule a un sens et
fournit un ŕeelf(x).

Exemple : f(x) =
√

1− x2, le domaine de d́efinition estE = [−1,+1]

1.1 Composition, fonction réciproque

Soientf : E → R, et g : F → R deux fonctions ; la composéeg ◦ f est d́efinie par
la formule(g ◦ f)(x) = g(f(x)). Son domaine de définition est l’ensembleH = {x ∈
R;x ∈ E etf(x) ∈ F}. On a toujoursH ⊂ E mais il peut arriver queH soit distinct de
E.
On dit queg est une fonction ŕeciproque def si on a
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2 Fonction, représentation graphique

1. F = {f(x);x ∈ E} c’est-̀a-dire que le domaine de définition deg est l’image de
E parf ;

2. g(f(x)) = x pour toutx ∈ E
Ces deux conditions montrent queg est d́etermińee parf : il y a donc au plus une fonction
réciproque d’une fonctionf donńee.
Pour que la fonctionf : E → R admette une fonction réciproque, il faut et il suffit
que la condition suivante soit vérifiée : six1, x2 sont deux points distincts deE, alors
f(x1) 6= f(x2). (On dit quef est injective).
Si g est la fonction ŕeciproque def , on a, pourx, y réels, l’́equivalence logique :{

x ∈ E
ety = f(x)

⇐⇒
{
y ∈ F
etx = g(y)

(E,F domaines de d́efinition def, g respectivement).
On voit d’ailleurs ainsi quef est alors la ŕeciproque deg. On dit souventfonction inverse
def au lieu defonction ŕeciproquedef et on noteg = f−1.

Attention : il faut bien distinguerf−1 de la fonctionx 7→ 1
f(x)

, not́ee 1
f
.

Exemple : f(x) = x2 avecE = [0,+∞[. f admet pour fonction réciproque la fonction
g(x) =

√
x, définie sur[0,+∞[. (en admettant que tout réel positif poss̀ede une racine

carŕee positive).

1.2 Graphe, courbe représentative

Soit f : E → R une fonction, (E ⊂ R) ; le graphe def est la partieG de R2 définie
parG = {(x, f(x));x ∈ E}. On confond en ǵeńeralG avec la courbe représentativeTf
def dans le plan(P ) rapport́e à un rep̀ere orthonorḿe (o,−→e1 ,−→e2 ) ; Tf est d́efinie par la
relation :

Tf = {M ;∃x ∈ E,−−→OM = x−→e1 + f(x)−→e2}

On dit aussi queTf est la courbe d’́equationy = f(x) dans le rep̀ereOxy.
L’int ér̂et deTf est que son tracé permet de visualiser, et donc de rendre intuitives de
nombreuses propriét́es def .

Exemple 1 : f(x) = ax + b, où a, b sont deux ŕeels donńes ; (on dit quef est affine).
Le grapheTf def est une droiteD : si on appelle−→u le vecteur(1, a) etMo le point de
coordonńees de(O, b), on a :

−−−−→
MoMx = x−→u

(où Mx = (x, f(x))). Ce qui signifie queTf est la droite passant parMo et de vecteur
directeur−→u .
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1. FONCTIONS , LIMITES , CONTINUIT É 3

Remarque : si (x1, y1) et(x2, y2) sont deux points distincts deD, on v́erifie facilement
que le rapporty2−y1

x2−x1
estégalà a, et qu’il est donc ind́ependant du choix des deux points

surD. On dit quea est la pente deD. La pente deD vaut aussitan(θ), où θ est une
mesure de l’angle queD fait avec l’axeOx.

Exemple 2 : Soit f : E → R une fonction admettant pour réciproque,g : F → R. On
passe du grapheTf à celuiTg deg, par la transformation :(x, y) 7→ (y, x) du plan : cette
transformation est la syḿetrie autour de la droitey = x

Exercices :

1. SoitG ⊂ R2 : quelle condition doit̂etre v́erifiée parG pour queG soit le graphe
d’une fonctionf ? la fonctionf est elle alors unique ?

2. Donner un traće du graphe des fonctiony = x + 1, y = |x + 1|, y = sin(x),
y = | sin(x)|

3. Tracer des courbes d’équationsy = x2, y = 1 + x+ x2

2 Définition de la notion de limite

Consid́erons une fonctionf : X → R, (X ⊂ R) et soita ∈ R.
Pour pouvoir parler de la limite def(x), lorsquex tend versa, il faut supposer que tout
intervalle ouvert de centrea rencontreX ; autrement dit :

∀η > 0,∃x ∈ X tel que|x− a| < η

Cette condition est toujours satisfaite sia ∈ X, mais il peut aussi arriver quea 6∈ X.

Exemples :
• X =]α, β], (α < a < β)
• X =]α, a[∪]a, β], (α < a < β)
• X = [a, β], (a < β)
• X =]a, β], (a < β)

Définition 1.1 Soitl ∈ R ; on dit quef(x) tend versl quandx tend versa, si :

Pour toutε > 0, il existe un nombreη > 0 tel que

{
x ∈ X
et |x− a| < η

=⇒ |f(x)− l| < ε

En d’autres termes, pour tout intervalle ouvert de centrel donńe,f(x) ”tombe” dans cet
intervalle d̀es que|x− a| est assez petit, (x ∈ X). On notera :

l = lim
x→a

f(x)
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4 Définition de la notion de limite

Remarques :

1. f(x) admet au plus une limite, quandx tend versa : si on pouvait trouver deux
limites distinctesl1 et l2, on pourrait trouver deux intervalles ouverts disjointsI1 et
I2 de centresl1 et l2 respectivement ; commel1 = limx→a f(x), f(x) appartient̀a
I1 pour |x − a| assez petit. De m̂eme,f(x) ∈ I2, dès que|x − a| est assez petit.
Commef(x) ne peut appartenir̀a la foisà I1 et I2, on aboutit̀a une contradiction.

2. Si a ∈ X, et si la limite def(x) pourx → a existe, alorslimx→a f(x) = f(a).
En effet, d’apr̀es la d́efinitionf(a) doit appartenir̀a tout intervalle ouvert de centre
l = limx→a f(x) : ce qui entrâınel = f(a)

Ainsi, lorsquea ∈ X, il peut être naturel de considérer la limite ena de larestrictionde
f àX \ {a} (X privé du pointa) ; on la notel = limx→a

x 6=a
f(x) (si elle existe).

Plus ǵeńeralement, siB est une partie deX, on d́efinit la limite limx→a
x∈B

f(x) commeétant

la limite limx→a g(x), où g est la fonction de domaine de définitionB, et qui est́egaleà
f surB. En termes plus directs :l = limx→a

x∈B
f(x) si et seulement si :

pour toutε > 0, il existe au moins unη > 0, tel que

{
|x− a| < η
x ∈ B =⇒ |f(x)− l| < ε

Cas particuliers :
• B = X \ {a}, on obtient la d́efinition del = limx→a

x 6=a
f(x) ;

• B = X∩]a,+∞[, on obtient la notion de limitèa droite ena : limx→a
x>a

f(x) ; elle est
not́eef(a+) (lorsqu’elle existe) ;

• B = X∩]−∞, a[, on obtient la limitèa gauche :limx→a
x<a

f(x) = f(a−).

Exemples :

1. f(x) =


0 si x < 1
2 si x = 1
1 si x > 1

ena = 1, f(a+), f(a) etf(a−) existent et sont deux̀a deux distincts.

2. f(x) = cos
(
π
x

)
; |f(x)| ≤ 1 maisf n’admet pas de limitèa droite ena = 0 :

f

(
1

2

)
= 1 , f

(
1

4

)
= 1, . . .

en ǵeńeralf
(

1
2k

)
= 1, pourk entier positif, et

f (1) = −1 , f

(
1

3

)
= −1, . . .

en ǵeńeralf
(

1
2k+1

)
= −1, k ∈ N.

Ainsi le pointMx = (x, f(x)) oscille ind́efiniment entre les droites horizontales
y = −1 et y = +1 lorsquex tend vers źero,x > 0 ; ce point n’admet pas de
position limite lorsquex tend vers 0,x > 0.
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1. FONCTIONS , LIMITES , CONTINUIT É 5

3. Supposons :X =]α, β[, α < a < β. Alors l = limx→a f(x) si et seulement si
f(a+) etf(a−) existent et valentf(a) ; l vaut ńecessairementf(a).
De mêmel = limx→a

x 6=a
f(x) si et seulement sif(a+) etf(a−) existent et sont́egaux ;

on a de plusl = f(a+) = f(a−)

2.1 Limite infinie ena

Définition 1.2 Soientf : X → R, a ∈ R ; on suppose que pour toutε > 0, X∩]a −
ε, a + ε[ 6= ∅. On dit que lalimx→a f(x) = +∞ si pour toutA ∈ R, il existe unη > 0
(dépendant deA) tel que :

|x− a| < η etx ∈ X =⇒ f(x) ≥ A

Autrement dit,f(x) dépasse toute valeur donnée d̀es que|x−a| est assez petit. On définit
de m̂eme la notion de limite−∞ ena et l’on note :limx→a f(x) = −∞

Exemples :

1. f(x) = 1
|x−a| ,X =]−∞, a[∩]a,+∞[, on a :

lim
x→a

f(x) = +∞

2. f(x) = ln(x) (logarithme ńeṕerien dex),X =]0,+∞[ :

lim
x→0

f(x) = −∞

On sait quef est strictement croissante sur]0,+∞[ et quef(xy) = f(x) + f(y)
pourx, y ∈]0,+∞[. En particulierln(1) = 2 ln(1) et doncln(1) = 0.
FixonsA ∈ R et cherchonsn ≥ 1 tel queln

(
1
2n

)
< A ; commeln

(
1
2n

)
= n ln

(
1
2

)
et commeln

(
1
2

)
< ln(1) = 0, il suffit de prendren > |A|

| ln( 1
2)|

; fixant un tel entier

n, on a alors :

0 < x <
1

2n
=⇒ ln(x) < A

On a ainsi v́erifié quelimx→0 ln(x) = −∞

2.2 Limiteà l’infini

Soit f : X → R ; on suppose queX contient des ŕeels arbitrairement grands (quel que
soit a ∈ R, il existex ∈ X, avex ≥ a) ; si l ∈ R, on dit quef(x) tend versl lorsquex
tend vers+∞ si :

∀ε > 0 , ∃A tel quex ∈ X etx ≥ A⇒ |f(x)− l| ≤ ε

On d́efinit aussi les expressionslimx→+∞ f(x) = +∞, limx→+∞ f(x) = −∞ ; par
exemplelimx→+∞ f(x) = −∞ signifie

∀α ∈ R , ∃A ∈ R tel quex ∈ X etx ≥ A⇒ f(x) ≤ α
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6 Continuit é

Exemples :

1. limx→+∞ x = +∞ ; limx→+∞
1
x

= 0

2. limx→+∞ ln(x) = +∞ ; soitα ∈ R ; commeln(2n) = n ln(2) et commeln(2) > 0
, on voit qu’il existen0 ∈ N tel queln(2n0) ≥ α. D’où x ≥ 2n0 ⇒ ln(x) ≥ α

3. Soita > 1 ; posonsf(n) = an, pourn ∈ N, n ≥ 1. Alors

lim
n→+∞

an = +∞

On peut en effet́ecrire :a = (1 + u) ; d’où d’apr̀es la formule du bin̂ome :an ≥
1 + nu ≥ nu ; donc siα ∈ R, an ≥ α dès quen ≥ |α|

u
.

Supposons maintenant que0 < a < 1, posonsvn =
(

1
an

)
=
(

1
a

)n
. Comme1

a
> 1,

ce qui pŕec̀ede montre quelimn→+∞ vn = +∞ ; il s’ensuit quean = 1
vn

tend vers
0 lorsquen tend vers+∞.

3 Continuit é

Définition 1.3 Soit f : X → R, X ⊂ R et soita ∈ X ; on dit quef est continue au
point a si limx→a f(x) = f(a) ; cela revientà dire que pour toutε > 0 donńe, on peut
trouver un nombreη > 0 tel que :

x ∈ X et |x− a| ≤ η ⇒ |f(x)− f(a)| < ε

On dit quef est continue si elle est continue en tout point deX

Interpr étation graphique : f est continue ena ∈ X si le pointMx = (x, f(x)) de
Tf ”tend” versMa lorsquex tend versa. Intuitivement, sif : I → R est continue sur
l’intervalle I deR, le pointMx varie de façon continue avecx, et le grapheTf se pŕesente
comme un traće continu qu’on peut obtenir sans faire de sauts (donc sans lever le stylo).
Remarquons qu’une fonctionf : I → R telle que,|f(x) − f(x′)| ≤ |x − x′| pour tout
x, x′ ∈ X est une fonction continue.

Exemple : f(x) = x, x ∈ R est continue surR (évidemment|f(x)−f(x′)| ≤ |x−x′|).
De mêmef(x) = |x|, x ∈ R est continue surR (on a||x|−|x′|| ≤ |x−x′| pourx, x′ ∈ R)
Les fonction continues possèdent la propríet́e fondamentale suivante :

Théorème 1.1 (Th́eorème des valeurs interḿediaires) Soientf : [a, b] → R une fonc-
tion continue sur l’intervalle[a, b] etγ un réel compris entref(a) etf(b) : il existe alors
au moins un nombrec ∈ [a, b] tel quef(c) = γ. Ainsi toute valeur comprise entref(a)
etf(b) est atteinte (au moins une fois).

Interpr étation graphique : on ne peut joindre les pointsMa = (a, f(a)) et Mb =
(b, f(b)) qui sont sitúes de part et d’autre de la droite horizontaley = γ, par un traće
continu sans couper cette horizontale au moins une fois.
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1. FONCTIONS , LIMITES , CONTINUIT É 7

Application : il existe un nombre uniquex0 tel queln(x0) = 1 :
commelimx→+∞ ln(x) = +∞ et ln(1) = 0 il existe b > 1 tel que ln(b) > 1. En
appliquant le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires aveca = 1, b > 1 et γ = 1 (qui
est bien compris entre0 = ln(1) et ln(b)), on voit qu’il existe au moins unx0 tel que
ln(x0) = 1. Commeln(x) est une fonction strictement croissante dex, il ne peut y
avoir plus d’une solutionx de l’équationln(x) = 1. (Cette solution est le nombre noté
habituellemente ≈ 2.71828...).
La propríet́e des valeurs interḿediaires permet de définir des fonctions ŕeciproques :

Théorème 1.2Soitf : I → R une fonction continue strictement croissante : alors,J =
f(I) l’ensemble des valeurs def est un intervalle, etf admet une fonction réciproque
g : J → R, continue et strictement croissante surJ .

Rappels :
• f croissante surI signifie : six, y ∈ I : x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y)
• f strictement croissante surI signifie : quel que soitx, y ∈ I : x < y ⇒ f(x) < f(y)
Le fait queJ soit un intervalle d́ecoule facilement du th́eor̀eme des valeurs interḿediaires ;
la fonctiong associèa chaquex ∈ J l’unique nombret ∈ I tel quef(t) = x ; on a
f(g(x)) = x, pourx ∈ J etg(f(x)) = x, pourx ∈ I.

Exemple 1 : la fonction logarithme ńeṕerien,ln : ]0,+∞[→ R est continue et stricte-
ment croissante ; la fonction réciproque deln est la fonctionexp : R →]0,+∞[ (noter
que l’intervalle image de]0,+∞[ par ln est égal à R puisquelimx→0 ln(x) = −∞ et
limx→+∞ ln(x) = +∞) ; la fonction exp est continue et strictement croissante ; on a
limx→−∞ exp(x) = 0, limx→+∞ exp(x) = +∞. De plus :

∀x, y ∈ R , exp (x+ y) = exp(x) exp(y)

exp(0) = 1 , exp(1) = e

On noteraexp(x) = ex (e est d́efini parln(e) = 1).

3.1 Applicationà la définition dexα

Pourx > 0, α ∈ R, on pose :
xα = exp(α ln(x))

On a alors, pourx, y > 0 etα, β ∈ R, les relations :

ln(xα) = α ln(x)

xα+β = xαxβ

(xα)β = xαβ

xαyα = (xy)α

f(x) = xα est strictement croissante pourα > 0, strictement d́ecroissante pourα < 0 et
pourα = 0, f estégaleà la constante 1.

bar-hen.net



8 Opérations sur les limites

4 Opérations sur les limites

Théorème 1.3Soientf, g : X → R, a ∈ R ∪ {−∞,+∞}, l1 = limx→a f(x), l2 =
limx→a g(x) avecl1 et l2 finis. Alors :

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = l1 + l2

lim
x→a

(f(x)g(x)) = l1l2

lim
x→a

(
f(x)

g(x)

)
=
l1
l2

(si l2 6= 0)

Ces relations sont assez intuitives ; voici une preuve de la première relation en supposant
a fini ; soit ε > 0 ; commel1 = limx→a f(x) et l2 = limx→a g(x) on peut trouver deux
nombres positifs,η1 etη2 tels que :{

x ∈ X et |x− a| < η1⇒ |f(x)− l1| < ε/2
x ∈ X et |x− a| < η2⇒|fg(x)− l2| < ε/2

Notonsη le plus petit des deux nombresη1 etη2 ; pourx ∈ X et |x− a| < η, on aura :

|(f(x)+g(x))−(l1+l2)| = |(f(x)−l1)+(g(x)−l2)| ≤ |f(x)−l1|+|g(x)−l2| ≤ ε/2+ ε/2 = ε

on a donc v́erifié quelimx→a(f(x) + g(x)) = l1 + l2

Corollaire 1.1 si f, g : X → R sont deux fonctions continues surX alors, les fonctions
f(x) + g(x), f(x)g(x) sont continues surX. Si g ne s’annule pas surX, f(x)/g(x) est
continue surX.

Exemple : f(x) = x2 est continue surR. Plus ǵeńeralement, sin est un entier positif
x 7→ xn est continue surR. On en d́eduit qu’un polyn̂omef(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n

est continu surR.

Dans le cas òu les limitesl1 ou l2 sont infinies, on peut conclure dans certains cas, en
utilisant les r̀egles :
• (+∞) + (+∞) = +∞ ;
• +∞+ l = +∞ pourl ∈ R ;
• a× (+∞) = +∞ poura > 0 ;
• 1

+∞ = 0 ;
• etc.
Il reste des cas òu on ne peut pas conclure sans informations supplémentaires sur l’allure
de f(x) et g(x) quandx → a ; on dit alors qu’il s’agit de formes ind́etermińees : par
exemple :
• (+∞)− (+∞) ;
• (+∞)× 0 ;
• 0/0 ;
• +∞

+∞ ;
• etc.
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1. FONCTIONS , LIMITES , CONTINUIT É 9

Exemple : Soit f(x) = a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bpxp une fraction rationnelle (quotient de deux po-
lynômes),an et bp étant suppośes non nuls ;́etudionsf(x) pourx tendant vers+∞. On
écrit :

f(x) =
xn

xp

a0

xn + a1

xn−1 + · · ·+ an
b0
xp + b1

xb−1 + · · ·+ bp
= xn−p

(
an + an−1

x
+ · · ·+ a0

xn

bp + · · ·+ b0
xp

)

on sait que

lim
n→+∞

xn =


+∞ si n ≥ 1
1 si n = 0
0 si n ≤ −1

On en d́eduit d́ejà que le facteur dexn−p dans le dernier membre tend versan/bp. D’où la
conclusion suivante, en supposantan et bp de m̂eme signe :

lim
n→+∞

f(x) =


+∞ si n > p
an/bp si n = p
0 si n < p

Théorème 1.4Si f, g, h : X → R sont trois fonctions telles queg ≤ f ≤ h surX. Si
limx→a g(x) = limx→a h(x) = l alorsf admet une limite ena et limx→a f(x) = l.

Théorème 1.5 (Composition des limites)Soientf : X → R, g : Y → R deux fonc-
tions (X, Y ⊂ R), eta ∈ R ∪ {−∞,+∞}. On suppose quelimx→a f(x) = l (l fini ou
non), et quelimx→l g(x) = l′. La compośeeg ◦ f est d́efinie surX ′ = {x ∈ X; f(x) ∈
Y }. Si on peut faire tendrex versa, avecx ∈ X ′ (i.e.X ′ contient des points arbitraire-
ment voisins dea), on a alors :

lim
x→a

g(f(x)) = l′

Intuitivement, quandx tend versa, f(x) tend versl et g(f(x)) tend versl′ puisqueg(u)
tend versl′ lorsqueu tend versl.

Corollaire 1.2 La compośee de deux fonctions continues est continue.

Exemples :

1. | sin(x)|, ln(2 + sin(x)) sont continues surR
2. Soitα ∈ R ; x→ xα est continue sur]0,+∞[.
• Si α > 0, on a :limx→0 x

α = 0, limx→+∞ xα = +∞.
• Si α < 0, limx→0 x

α = +∞, limx→+∞ xα = 0.

3. limx→0
sin(x2)
x2 = 1 ; limx→0

sin(3x)
x

= 3 ; limx→0
sin(3x)
sin(5x

= 3
5
.

(On écrit sin(3x)
x

= 3×
(

sin(3x)
3x

)
; sin(3x)

sin(5x)
= 3

5
×
(

sin(3x)
3x

)
×
(

5x
sin(5x)

)

bar-hen.net



10 Exercices

5 Exercices

1. Vrai ou Faux ?

(a) Une fonction n’admet de limite en un pointa que si elle est d́efinie ena ;

(b) la compośee de deux fonctions continues surR est continue surR ;

(c) l’image d’un intervalle par une fonction croissante est un intervalle ;

(d) l’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle ;

(e) toute fonction ṕeriodique et croissante est continue.

2. calculer

lim
n→+∞

n2(n− 3)

(n− 1)(2− n)2

3. Montrer que si|a| < 1,

1

1− a
= lim

n→+∞

{
1 + a+ a2 + · · ·+ an

}
4. Montrer que poura > 1,

lim
n→+∞

an

n
= +∞

(écrirean = (1 + u)n et minorer(1 + u)n par un des termes du développement de
(1 + u)n).
Montrer que

lim
n→+∞

an

n2
= +∞

5. Calculer

lim
x→1

{
1

(x− 1)
− 2

x2 − 1

}
6. Calculer

lim
x→+∞

x sin

(
2

x

)
7. Montrer que l’́equationcosx = x admet au moins une solution dans l’intervalle

[0, π/2]

8. Montrer qu’un polyn̂ome de degŕe impair admet au moins une racine réelle.

9. Soit f une fonction nuḿerique d́efinie et continue sur l’intervalle[0, 1] deR, telle
que :

f(0) = f(1)

Montrer que, pour tout entier naturel non nuln, il existe un pointx0 de [0, 1] tel
que :

f

(
x0 +

1

n

)
= f(x0)

(consid́erer la fonctiong(x) = f
(
x+ 1

n

)
−f(x) sur[0, 1− 1/n] et exprimerf(1)−

f(0) en fonction deg).
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1. FONCTIONS , LIMITES , CONTINUIT É 11

10. Trouver,à l’aide de la repŕesentation graphique des fonctionssin(2x) et sin(3x),
le nombre de solutions de l’équationsin(2x) = sin(3x) sur l’intervalle[0, π/2]

11. Résoudre l’́equation :

ln
(
x

7/8
)
− 1

2
ln
(√

x
)

= 1

12. Montrer que pourα < 0, la fonctionfα = xα est une bijection de]0,+∞[ sur
]0,+∞[, et calculer la fonction ŕeciproque defα

13. Résoudre l’́equationesinx = 1. Résoudre l’ińequationesinx < 1.
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Chapitre 2

Dérivées des fonctions d’une variable

1 Définition

Soitf : X → R une fonction dont le domaine de définitionX est un intervalle deR (ou
plus ǵeńeralement un intervalle privé de quelques points) et soita un point deX ; on dit
quef est d́erivable au pointa si la limite limx→a

f(x)−f(a)
x−a existe et est finie ; cette limite

est alors la d́erivée def ena, et onécrit :

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

Remarques :

1. Posonsf(x) = mx+ p (m, p réels fix́es) ; sia ∈ R, on a pour toutx ∈ R, x 6= a :
f(x)−f(a)

x−a = m ; d’où on d́eduit quef est d́erivable ena et f ′(a) = m. Rappelons
que le graphe def est une droite(D) et remarquons que siM1 = (x1, y1) et
M2 = (x2, y2) sont deux points distincts de(D) on a :m = y2−y1

x2−x1
. On dit quem

est la pente de(D).

2. Si f est d́erivable au pointa, elle est continue en ce point.

Interpr étation géométrique : consid́erons une fonctionf : X → R dérivable en
a ∈ X, et soitTf le graphe def ; pourx ∈ X, x 6= a, px = f(x)−f(a)

x−a est la pente de la
droiteDx passant parMa = (a, f(a)) etMx = (x, f(x)) : f ′(a) est la limite des pentes
px pourx tendant versa. On voit alors que la droite(D) de pentef ′(a) et passant parMa

est la position limite des droites(Dx). On dit que(D) est la tangentèaTf au pointMa.
L’ équation deD est :

y = f(a) + f ′(a)(x− a) (2.1)

pour(x, y) surD etx 6= a, y−f(a)
x−a vaut la pente deD ; d’où y−f(a)

x−a = f ′(a) et l’équation2.1.

Exemples :

1. f(x) = sin(x)
Pourx 6= a, a ∈ R, on af(x)− f(a) = 2 sin

(
x−a

2

)
cos
(
x+a

2

)
.
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14 Opérations sur les d́erivées

Commelimu→0
sin(u)
u

= 1, on a, par le th́eor̀eme de composition des limites :

limx→a

(
2

x−a sin
(
x−a

2

))
= 1. Par conśequent :limx→a

f(x)−f(a)
x−a = cos(a).

f est donc d́erivable etf ′(x) = cos(x)

2. On montre de m̂eme quecos(x) est d́erivable surR, et que(cos(x))′ = − sin(x)

3. f(x) = ln(x) : f est d́erivable sur]0,+∞[ etf ′(x) = 1
x
.

Notation diff érentielle : si f est d́erivable au pointx ∈ X, f ′(x) = limh→0
f(x+h)−f(x)

h

d’où, si on note∆x = h (accroissement de la variable entrex etx + h) et ∆f = f(x +
h) − f(x) (accroissement correspondant def ) : f ′(x) = lim∆x→0

∆f
∆x

; symboliquement
on écrit :

f ′(x) =
df
dx

Intuitivement dx est un accroissement infinitésimal de la variablex, df = f(x+ dx)− f(x)
est l’accroissement correspondant def .

2 Opérations sur les d́erivées

Théorème 2.1Soientf, g : X → R deux fonctions d́erivables au pointa ∈ X ; alors
les fonctionsf(x) + g(x), f(x)g(x) (et f(x)/g(x) si g(a) 6= 0) sont d́erivables au pointa,
et on a les formules :

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a)

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a)

(f(a)/g(a))
′ =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g(a)2
si g(a) 6= 0

Cas particulier : si u : X → R est d́erivable,v(x) = (u(x))2 est d́erivable de d́erivée
2u(x)u′(x) ; plus ǵeńeralement, sin est un entier strictement positif,w(x) = (u(x))n est
dérivable etw′(x) = n(u(x))n−1u′(x). Cette formule se d́emontre par ŕecurrence pour
n ≥ 1. On peut d’ailleurs montrer qu’elle est encore vraie pourn entier ńegatif siu(x)
ne s’annule pas.

Exemples :

1. Tout polyn̂omef(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n est d́erivable surR et f ′(x) =

a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1.

2. f(x) = tan(x) est d́erivable (sur son domaine de définition) et on a :

f ′(x) =
1

cos2(x)
= 1 + tan2(x), pourx 6= π

2
+ kπ (pour toutk ∈ Z)
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Théorème 2.2Soientf : X → R, g : Y → R deux fonctions eta ∈ X ; on suppose
queg ◦ f est (au voisinage dea) définie sur un intervalle contenant le pointa, quef est
dérivable ena et queg est d́erivable au pointf(a). Alorsg(f(x)) est d́erivable ena et :

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a)

Démonstration : (en supposantf strictement croissante surX) ; pour h 6= 0 et assez
petit, on a :

g(f(a+ h))− g(f(a))

h
=

(
g(f(a+ h))− g(f(a))

f(a+ h)− f(a)

)(
f(a+ h)− f(a)

h

)
lorsqueh tend vers 0, la première parenth̀ese du second membre tend versg′(f(a)) :
c’est une conśequence de la d́efinition de la d́erivée deg au pointf(a) et du th́eor̀eme
de composition des limites. Par conséquent, le premier membre admet une limite pour
h→ 0 et cette limite estg′(f(a))f ′(a).

Exemples :

1. f(x) = sin(2x) : f ′(x) = 2 cos(2x)

2. f(x) = ln(|x|), (x 6= 0) : f ′(x) = 1
x

pour toutx 6= 0

3. siu : X → R est une fonction d́erivable, alorsln(|u(x)|) est d́erivable en tout point
x ∈ X tel queu(x) 6= 0 et :

d ln(|u(x)|)
dx

=
u′(x)

u(x)
(si u(x) 6= 0)

Ainsi : d ln(| sin(x)|)
dx = cos(x)

sin(x)
= cot(x) pourx 6= 0 moduloπ.

3 Théorème des accroissements finis

Théorème 2.3Soitf : [a, b] → R une fonction d́erivable sur l’intervalle[a, b], a < b :
il existe alors au moins un pointc dans l’intervalle]a, b[ tel que :

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c)

Interpr étation graphique : on auraf(b)−f(a)
(b−a) = f ′(c) : autrement dit, la pente de la

cordeAB joignantA = (a, f(a)) àB = (b, f(b)) estégaleà la pente de la tangenteà
la courbey = f(x) au pointMc = (c, f(c)). Le th́eor̀eme affirme donc l’existence d’un
pointM sur la courbe représentativeTf def , tel que la tangente enM àTf est parall̀ele
à la cordeAB.
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16 Théorème des accroissements finis

Justification intuitive : on suppose queTf n’est pas entìerement sitúe sous la corde
AB ; consid́erons une droite :(Dp) d’équationy = mx + p, de pentem = f(b)−f(a)

b−a ,
le param̀etrep étant variable. Pourp suffisamment grand,(Dp) est sitúe au dessus de
Tf ; en diminuantp, on obtient une valeurp0 ∈ R, telle que(Dp0) est au dessus de
Tf , et rencontreTf en un point(x0, y0) ; la disposition relative deTf et (Dp0) implique
f ′(x0) = m

Conśequences fondamentales : notonsf : I → R une fonction d́erivable sur l’inter-
valle I, alors :

1. si f ′(x) = 0 surI, f est constante sur l’intervalleI ;

2. si f ′(x) ≥ 0 surI, f est croissante sur l’intervalleI ;

3. si f ′(x) > 0 surI, f est strictement croissante sur l’intervalleI.

Montrons par exemple la conséquence3 : si a, b ∈ I, a < b, il existec ∈]a, b[ tel que
f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c) ; d’où, puisquef ′(x) > 0, f(b)− f(a) > 0 etf(a) < f(b).
On a deśenonćes analogues sif ′(x) ≤ 0 surI, ou sif ′(x) < 0 surI. Quelles ŕeciproques
peut-onénoncer ?

Corollaire 2.1 Soientf : I → R une fonction d́efinie sur l’intervalleI de R, F etG
deux primitives def sur I (c’est-̀a-dire queF etG sont d́erivables et telles queF ′(x) =
G′(x) = f(x) pour toutx ∈ I). Alors F (x) − G(x) est constante surI : F (x) =
G(x) +C, pourx ∈ I etC ∈ R. En particulier siF (x0) = G(x0) pour un pointx0 ∈ I,
alorsF (x) = G(x) pour toutx ∈ I.

Attention : toutes les propriét́es énonćees ici s’appliquent̀a desintervalles I ; ces
propríet́es peuvent tomber en défaut siI n’est pas un intervalle, par exemple :

1. f(x) = tan(x), x ∈ X =
]
−π

2
,+π

2

[
∪
]
π
2
,+3π

2

[
Alors f ′(x) = 1

cos2(x)
> 0 maisf

n’est pas croissante surX.

2. f(x) = − 1
x2 , X =]−∞, 0[∪]0,+∞[ ; les primitives def sont des fonctions de la

forme :

F (x) =

{
1/x + C1 si x < 0
1/x + C2 si x > 0

où C1 etC2 sont deux ŕeels quelconque ; on voit que deux primitives quelconques
def surX ne diffèrent pas en ǵeńeral d’une constante.

Application à la définition de ln(x) : la fonction logarithme ńeṕerien est l’unique
fonction d́erivableF : ]0,+∞[→ R telle que :

1. F ′(x) = 1
x

pourx > 0 ;

2. F (1) = 0.

On noteF (x) = ln(x). (on peut aussi utiliser la notation Log(x).
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2. DÉRIV ÉES DES FONCTIONS D’ UNE VARIABLE 17

L’unicit é deF découle du corollaire2.1; nous admettrons l’existence deF (voir le cha-
pitre sur l’int́egrale). PuisqueF ′(x) > 0, ln(x) est strictement croissante sur]0,+∞[. On
a aussi la propriét́e fondamentale :

∀a, b > 0 , ln(ab) = ln(a) + ln(b) (2.2)

Pourétablir cette relation, on remarque que poura ∈]0,+∞[ fixé, les fonctionsf(x) =
ln(ax) et g(x) = ln(a) + ln(x) ont la m̂eme d́erivée sur]0,+∞[ : f ′(x) = g′(x) = 1

x
.

Comme de plusf(1) = g(1) = ln(a), on af(x) = g(x). L’ équation2.2 correspond̀a
x = b.

3.1 Convexit́e, concavit́e

Définition 2.1 On dit que la fonctionf : I → R (I intervalle) est convexe si, pour tout
a, b ∈ I, a < b, la courbey = f(x), (a ≤ x ≤ b) est sitúee au dessous de la cordeAB,
oùA = (a, f(a)),B = (b, f(b)).

Formulation analytique de la convexit́e : soienta, b ∈ I, a < b etx1 ∈]a, b[ ; on peut
écrirex1 sous forme de barycentre dea et b affect́es de poids convenables :

x1 = ta+ (1− t)b avec0 < t < 1

Un calcul facile montre qu’il faut prendret = b−x1

b−a . On montre que la hauteurh telle que
(x1, h) soit sur la cordeAB vérifie :

h = tf(a) + (1− t)f(b)

Dire que(x1, f(x1)) est au-dessous de la cordeAB revient donc̀a dire que :

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b) (2.3)

Dire quef : I → R (I intervalle) est convexe, c’est dire que l’inégalit́e 2.3 est v́erifiée
pour tout couple de points deI et toutt ∈ [0, 1]

Exercice : vérifier à l’aide de cette propriét́e que les fonctionsf(x) = |x|, g(x) = x2

sont convexes surR.

Définition 2.2 On dit quef : I → R (I intervalle) est concave si, pour touta, b ∈ I,
a < b, la courbey = f(x), (a ≤ x ≤ b) est sitúee au dessus de la cordeAB, où
A = (a, f(a)),B = (b, f(b)).

f est concave surI si et seulement si la fonctionx 7→ −f(x) est convexe surI.
On peut caractériser tr̀es simplement la convexité def à l’aide de la d́erivée seconde de
f (lorsqu’elle existe) :

Théorème 2.4Sif est deux fois d́erivable sur l’intervalleI, f est convexe si et seulement
si f ′′(x) est positive surI
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18 Théorème des accroissements finis

De même,f sera concave surI si et seulement sif ′′(x) ≤ 0 surI.
Preuve :
• supposonsf convexe, notonsMx = (x, f(x)) et fixonsa, b ∈ I, a < b. Sih est positif,

tel quea + h < b, la pente de la cordeMaMa+h est inf́erieure (ouégale)à celle de
la cordeMaMb puisqueMa+h est sitúe sous la cordeMaMb. Donc : f(a+h)−f(a)

h
≤

f(b)−f(a)
b−a , et en faisant tendreh vers 0, on obtientf ′(a) ≤ f(b)−f(a)

b−a .

De même, la pente deMb−hMb est suṕerieure oúegalèa celle deMaMb ; d’où f(b−h)−f(b)
−h ≥

f(b)−f(a)
b−a , (h > 0) et en faisant tendreh vers 0, on obtientf ′(b) ≥ f(b)−f(a)

b−a .
Finalement,f ′(a) ≤ f ′(b) : commea et b sont arbitraires dansI tels quea < b cela
signifie quef ′ est croissante surI et par conśequentf ′′(x) ≥ 0 surI.

• Réciproque : supposonsf ′′(x) ≥ 0 pour toutx ∈ I ; prenonsa, b, x1 ∈ I tels que
a < x1 < b. D’après le th́eor̀eme des accroissements finis, il existec ∈]a, x1[ et
d ∈]x1, b[ tels que :

pente(MaMx1) = f ′(c) , pente(Mx1Mb) = f ′(d)

D’après l’hypoth̀ese,f ′ est croissante surI et par conśequent,f ′(c) ≤ f ′(d). On
obtient donc :

pente(MaMx1) ≤ pente(Mx1Mb)

Cette ińegalit́e signifie queMx1 est sitúe sous la cordeMaMb. Ce qui montre quef est
convexe.

Exemples :

1. f(x) = ln(x) est concave sur]0,+∞[

2. f(x) = x2, g(x) = x4 sont convexes surR
3. f(x) = sin(x) est convexe sur[−π, 0], concave sur[0, π] convexe sur[π, 2π], etc.

Position par rapport à la tangente : si f : I → R est deux fois d́erivable surI,
et convexe surI, la courbe repŕesentative def est sitúee au dessus de chacune de ses
tangentes :

∀a, x ∈ I , f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a)

La preuve de ce résultat est directe en posantF (x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a). On a
F ′′(x) = f ′′(x) ≥ 0 etF ′(x) = f ′(x) − f ′(a) et doncF ′(a) = 0. On a aussiF (a) = 0.
Le tableau de variation montre donc queF (x) ≥ 0.

Exemple : on asin(x) ≤ x pourx ∈ [0, π], d’apr̀es la concavit́e desin(x) sur [0, π].
D’autre part, comme cette fonction est convexe sur[−π, 0], sin(x) ≥ x sur [−π, 0].
Cette exemple conduità la notion de point d’inflexion.

Définition 2.3 Soit f : I → R, une fonction deux fois dérivable sur l’intervalleI, on
dit que la courbey = f(x) présente un point d’inflexion en(x0, f(x0)) (x0 ∈ I) si
f ′′(x0) = 0 et sif ′′ change de signe enx0.
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2. DÉRIV ÉES DES FONCTIONS D’ UNE VARIABLE 19

4 Dérivées des fonctions ŕeciproques

Théorème 2.5Soientf : I → R une fonction strictement monotone et continue sur
l’intervalle I, etg : J → R la fonction ŕeciproque def . Sif est d́erivable au pointa ∈ I
et sif ′(a) 6= 0, g est alors d́erivable au pointb = f(a) et on a :

g′(b) =
1

f ′(a)
=

1

f ′(g(b))

Admettons la d́erivabilité deg en b ; on a :f(g(x)) = x pour toutx ∈ J . En d́erivant
les deux membres par rapportà x, on obtient pourx = b : f ′(g(b))g′(b) = 1. D’où la
relation.

Exemples :

1. f(x) = ex est la fonction ŕeciproque deln(x) : elle est donc d́erivable et :

f ′(x) =
1

ln′(ex)
=

1
1/ex

= ex

On voit d’ailleurs quef ′′(x) = exp(x) ≥ 0 et quef est donc convexe surR
2. On en d́eduit la d́erivée defα = xα (x > 0, α ∈ R) ;

on obtient, puisquefα(x) = eα ln(x) :

f ′α(x) =
α

x
eα ln(x) = αe(α−1) ln(x) = αxα−1

D’où f ′′(x) = α(α− 1)xα−2 et on voit que :
• si α ≥ 1 : fα est convexe, croissante ;
• si 0 < α ≤ 1 : fα est concave, croissante ;
• si α ≤ 0 : fα est convexe, d́ecroissante ;

5 Fonctions trigonométriques inverses

5.1 f(x) = arcsin(x)

On appellearcsin(x) la fonction ŕeciproque de la restriction desin(x) à l’intervalle[
−π

2
, π

2

]
; sin(x) définit une bijection croissante de

[
−π

2
, π

2

]
sur [−1,+1] et arcsin(x)

est la bijection ŕeciproque de[−1,+1] sur
[
−π

2
, π

2

]
.

Si a et b sont deux ŕeels, on a l’́equivalence :{
|b| ≤ 1
a = arcsin(b)

⇐⇒
{
|a| ≤ π

2

b = sin(a)
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20 Fonctions trigonométriques inverses

Plus concr̀etement, si|x| ≤ 1, θ = arcsin(x) est l’uniqueθ ∈
[
−π

2
, π

2

]
tel quesin θ = x.

Donc :

arcsin(0) = 0

arcsin

(
1√
2

)
=

π

4

arcsin

(
1

2

)
=

π

6

arcsin

(√
3

2

)
=

π

3

Dérivée

arcsin est d́erivable sur]− 1,+1[ et on a :

arcsin(x)′ =
1

cos(arcsin(x))
=

1√
1− sin2(arcsin(x))

=
1√

1− x2

Convexité, parité

arcsin(x) est impaire, convexe sur[0, 1], concave sur[−1, 0] ; l’origine des axes est un
point d’inflexion dey = arcsin(x).

5.2 f(x) = arccos(x)

On notearccos(x) la fonction ŕeciproque def(x) = cos(x), 0 ≤ x ≤ π

arccos : [−1,+1] → [0, π]

Si |x| ≤ 1, θ = arccos(x) est l’uniqueθ ∈ [0, π] tel quecos(θ) = x.
On a :

cos(arccos(x)) = x si |x| ≤ 1

arccos(cos(x)) = x si 0 ≤ x ≤ π

Exemples :
• arccos(−1) = π
• arccos(0) = π

2

• arccos
(√

2
2

)
= π

4

Dérivée

arccos est d́erivable sur]− 1,+1[ et on a :arccos(x)′ = −1√
1−x2

Exercice : Montrer quearccos(x) + arcsin(x) = π
2

pour|x| ≤ 1
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5.3 f(x) = arctan(x)

On notearctan(x) la fonction ŕeciproque def(x) = tan(x), |x| < π
2

arctan : R →
]
−π

2
,
π

2

[
c’est donc une bijection strictement croissante deR sur

]
−π

2
, π

2

[
.

Si x ∈ R, θ = arctan(x) est l’uniqueθ ∈ R tel que|θ| < π
2

et tan(θ) = x.
On a :

tan(arctan(x)) = x ∀x ∈ R

arctan(tan(x)) = x si |θ| < π

2

Exemples :
• arctan(0) = 0
• arctan(1) = π

4

• arctan
(
tan
(

3π
4

))
= −π

4

Propri étés : arctan est continue, strictement croissante, impaire ; de plus :
• limx→+∞ arctan(x) = π

2

• limx→−∞ arctan(x) = −π
2

arctan est d́erivable, et

arctan′(x) =
1

1 + x2
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6 Exercices

1. Vrai ou Faux ?

(a) Toute fonction continue sur un intervalleI est d́erivable surI ;

(b) toute fonction d́erivable sur un intervalleI est continue surI.

(c) La dérivée du produit de deux fonctions dérivables est le produit de leurs
dérivées.

(d) si f etg sont deux fonctions d́erivables surR alors(f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g)g′

(e) Si |f ′(x)| ≤M , alors

|f(b)− f(a)| ≤M(b− a) (2.4)

2. Étudier la d́erivabilité en 0 des fonctions :

(a) f(x) =

{ √
x si x ≥ 0

0 si x < 0

(b) f(x) =

{
x sin 1

x
si x 6= 0

0 si x = 0

3. Calculer les d́erivées successives des fonctions :

(a) f(x) = x3 + 1 (x = 0 est-il un extremum ?)

(b) f(x) = cos(x) ;

(c) f(x) = 1+x
1−x ;

(d) sin(x)− x cos(x) ;

(e) x ln(x) ;

(f) ex cos(x).

4. (a) Étudier la variation de la fonction nuḿeriquef définie par la formule :

x 7→ cos(4x)

cos4(x)

Déterminer les points d’inflexion du graphe def

(b) Montrer quef(x) peut se mettre sous la forme d’un polynôme entan(x).
Résoudre directement l’équation :

tan4(x)− 6 tan2(x) + 2 = 0

Retrouver le ŕesultat obtenùa l’aide de la premìere question.

5. En utilisant l’inégalit́e2.4de l’exercice1, montrer que :

(a) pour tout nombre ŕeelx non nul :

−1 ≤ sin(x)

x
≤ 1
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(b) Pour tout nombre ŕeelx appartenant̀a l’intervalle[0, 1] :

1 + x ≤ ex ≤ 1 + ex

(c) pourx1 etx2 nombres ŕeels tels que0 < x1 ≤ x2 :

x2 − x1

x2

≤ ln
x2

x1

≤ x2 − x1

x1

(d) pour tout couple(x, y) de nombres ŕeels appartenantà l’intervalle
]
−π

2
, π

2

[
:

| tan(x)− tan(y)| ≥ |x− y|

6. Utiliser l’in égalit́e 2.4 de l’exercice1 pour obtenir une majoration des nombres
réels :

A =
√

33−
√

32

B = ln(1500)− ln(1498)

7. Deux oiseaux sont perchés chacun sur un pylône de t́eléph́erique (diff́erent l’un de
l’autre) ; ils s’envolent en m̂eme temps et vont se poser au même instant sur l’autre
pylône. Formuler math́ematiquement l’hypoth̀ese qui permet d’affirmer qu’il existe
un instant òu ils sontà la m̂eme altitude.

8. Soienta et b deux nombres ŕeels tels que0 < b < a. Comparer les d́erivées des
trois fonctions suivantes :

x 7→ arctan

(√
a2 − b2 sin(x)

b+ a cos(x)

)
x 7→ 2 arctan

(
a− b√

a2 − b2 tan x
2

)

x 7→ arccos

(
b+ a cos(x)

a+ b cos(x)

)
Déterminer l’ensemble des points deR pour lesquels ces trois fonctions coı̈ncident.

9. Formule de Leibniz
Soientf et g deux fonctionsn fois dérivables sur un intervalleI. Montrer que le
produitfg estn fois dérivable surI et montrer que :

(fg)(n) = Cn
0 f

(n)g + Cn
1 f

(n−1)g′ + · · ·+ Cn
p f

(n−p)g(p) + · · ·+ Cn
nfg

(n)

oùCn
p = n!

p!(n−p)! sont les coefficients binomiaux

10. Utiliser la formule de Leibniz pour calculer les dérivées successives des fonctions :

(a) f(x) = (x4 + 1) sin(x)

(b) f(x) = ex cos(x)
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11. En d́erivant de deux manières la fonction :

x 7→ (1 + x)n

calculer :

(a) Cn
1 + 2Cn

2 + 3Cn
3 + · · ·+ nCn

n

(b) Cn
1 + 22Cn

2 + 32Cn
3 + · · ·+ n2Cn

n

12. (a) Montrer que, pour tout couple de réels positifsa et b tels queab < 1, on a la
relation :

arctan(a) + arctan(b) = arctan

(
a+ b

1− ab

)
(b) Montrer que pour tout entiern positif, on a :

arctan

(
1

2n− 1

)
− arctan

(
1

2n+ 1

)
= arctan

(
1

2n2

)
(c) Soitn un entier positif. D́eduire de ce qui préc̀ede une forme simple pour la

somme :

Sn =
n∑
k=1

arctan

(
1

2k2

)
13. Montrer que la fonctionln(1 + ex) est une fonction convexe.
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Chapitre 3

Polynômes

1 Définition

Définition 3.1 On appelle polyn̂omeà coefficients ŕeels de degŕen, toute fonction de la
forme :

f :

{
R → R
x 7→ P (x) =

∑n
i=0 aix

i avecai ∈ R, an 6= 0

Si an = 1 on dit que le polyn̂ome estunitaire.
Si P (x) = anx

n on dit queP (x) est un mon̂ome de degŕen.
L’ensemble des polyn̂omes dont le degré égalà 0 est constitúe des polyn̂omes constants.
L’ensemble des polyn̂omes dont le degré estégal à 1 est constitúe de l’ensemble des
droites.

2 Opérations sur les polyn̂omes

2.1 Somme

Soientf(x) =
∑n

i=0 aix
i et g(x) =

∑m
j=0 bjx

j deux polyn̂omesà coefficients ŕeels, la
sommef + g est un polyn̂ome de degŕe t = sup(n,m) défini par :

f(x) + g(x) =
t∑
l=0

(al + bl)x
l

(avec la convention de considérer comme nuls les coefficients d’indice supérieur au
degŕe).
Le degŕe def + g est donc inf́erieur ouégal au maximum des degrés de chacun des
polynômes. On áegalit́e si les termes de plus haut degré ne s’annulent pas.

Exemple : La somme def(x) = 3x2 + 4 et deg(x) = −x2 + 2x + 5 est le polyn̂ome
de degŕe 2 :(3− 1)x2 + (0 + 2)x+ (4 + 5) = 2x2 + 2x+ 9
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26 Opérations sur les polyn̂omes

2.2 Produit

Soientf(x) =
∑n

i=0 aix
i et g(x) =

∑m
j=0 bjx

j deux polyn̂omesà coefficients ŕeels, le
produitfg est un polyn̂ome de degŕes = n+m défini par :

f(x)g(x) =
s∑
l=0

(
l∑

k=0

akbl−k

)
xl

(avec la convention de considérer comme nuls les coefficients d’indice supérieur au
degŕe).
Le degŕe du polyn̂omefg est la somme des degrés def etg et de coefficientanbm.

Exemple : Le produit def(x) = 3x2 + 4 et deg(x) = −x2 + 2x + 5 est le polyn̂ome
de degŕe 4 :

(3x2 + 4)× (−x2 + 2x+ 5) = −3x4 + 6x3 + 15x2 − 4x2 + 8x+ 20

= −3x4 + 6x3 + 11x2 + 8x+ 20

2.3 Premìeres propríet́es

Théorème 3.1Soitf(x) le polyn̂ome
∑n

i=0 aix
i , ce polyn̂ome est la fonction nulle si et

seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Ce th́eor̀eme signifie qu’une fonction polynôme s’identifièa la suite de ses coefficients.

Corollaire 3.1 Deux fonctions polyn̂omialesf etg égales ont m̂emes coefficients.

Pour d́emontrer ce corollaire, il suffit de considérerf − g et d’appliquer le th́eor̀eme
préćedent.

Corollaire 3.2 Le produit de deux polyn̂omes non nuls est un polynôme non nul.

Démonstration : sinon, tous les coefficients du produit seraient nuls ; sif est de degŕen,
de coefficient dominantan et g de degŕem, de coefficient dominantbm, fg est de degŕe
m+ n avec coefficient dominantanbm 6= 0.

On peutégalement traduire ceci en disant que si le produit de deux polynômes est nul
c’est que l’un d’eux est le polyn̂ome nul. Une conśequence pratique est que si l’on a
l’ égalit’efg = fh entre polyn̂omes avecf 6= 0, alorsg = h.
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3. POLYN ÔMES 27

3 Division Euclidienne

Théorème 3.2 Étant donńe un polyn̂omeA(x) et un polyn̂ome non nulB(x), il existe un
couple unique(Q(x);R(X)) de polyn̂omes tels que

A(x) = B(x)Q(x) +R(x) x ∈ R

avec degŕe(R)< degŕe(B).
On dit que l’on a effectúe la division euclidienne du polynômeA(x) parB(x) ; Q(x) est
le quotient,R(x) le reste.
Si le reste est nul, on dit queB(x) diviseA(x).

Nous allons montrer ce théor̀eme sur un exemple.

Exemple : divisons le polyn̂omeA(x) par le polyn̂omeB(x) avec :

A(x) = 2x4 − 3x3 + 5x2 + 7x− 2

B(x) = x2 + x− 2

Au préalable, on aura ordonné les deux polyn̂omes suivant les puissances décroissantes
dex. On dispose les polyn̂omes de la façon suivante :

2x4 − 3x3 + 5x2 + 7x− 2 x2 + x− 2

Divisons le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur :

2x4 : x2 = 2x2

Inscrivons le ŕesultat sous le diviseur (c’est le premier terme du quotient). Nous obte-
nons :

2x4 − 3x3 + 5x2 + 7x− 2 x2 + x− 2
2x2

Multiplions le terme obtenu par le diviseur :

2x2(x2 + x− 2) = 2x4 + 2x3 − 4x2

et soustrayons le résultat du dividende :

2x4 − 3x3 + 5x2 + 7x− 2 x2 + x− 2
−2x4 − 2x3 + 4x2 2x2

−5x3 + 9x2 + 7x− 2
Recommençons le processus en divisant le premier terme du polynôme ŕesiduel par le
premier terme du diviseur. Nous obtenons ainsi le deuxième terme du diviseur. Celui-ci
est alors multiplíe par le diviseur et le résultat soustrait du polynôme ŕesiduel :

−5x3 : x2 = −5x

−5x(x2 + x− 2) = −5x3 − 5x2 + 10x
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28 Racine(s) d’un polyn̂ome

2x4 − 3x3 + 5x2 + 7x− 2 x2 + x− 2
−2x4 − 2x3 + 4x2 2x2 − 5x

−5x3 + 9x2 + 7x− 2
5x3 + 5x2 − 10x

14x2 − 3x− 2
On recommence cesétapes jusqu’à ce que le degré du polyn̂ome ŕesiduel soit strictement
inférieur au degŕe du diviseur (le polyn̂ome ŕesiduel est alors le reste de la division). Ce
qui donne la division complète :

2x4 − 3x3 + 5x2 + 7x− 2 x2 + x− 2
−2x4 − 2x3 + 4x2 2x2 − 5x+ 14

−5x3 + 9x2 + 7x− 2
5x3 + 5x2 − 10x

14x2 − 3x− 2
−14x2 − 14x+ 28

17x+ 26
Le quotient est donc :

Q(x) = 2x2 − 5x+ 14

et le reste :
R(x) = −17x+ 26

3.1 Cas particulier : division d’un polyn̂omeP (x) par x− a

Puisque le degré du reste est strictement inférieur au degŕe du diviseur, le reste est un
réel.

Théorème 3.3Le reste de la division du polynôme non nulP (x) par x− a vautP (a)

Autrement dit, le reste de la division du polynômeP (x) parx − a est la valeur obtenue
en remplaçantx para dans le polyn̂ome.

4 Racine(s) d’un polyn̂ome

Définition 3.2 On dit quea ∈ R est racine du polyn̂omeP (x) si P (a) = 0

En utilisant le th́eor̀eme3.3, on voit que cette d́efinition implique :

Théorème 3.4Le polyn̂omeP (x) admeta pour racine si et seulement si il est divisible
par x− a.

Corollaire 3.3 Si le polyn̂omeP (x) poss̀edet racines distinctesa1, a2, . . . , at alorsP (x)
est divisible par(x− a1)(x− a2) . . . (x− at)

Si a1 est racine, on peut́ecrireP (x) = (x − a1)P1(x) ; puisquea2 6= a1 est racine de
P (x), il est racine deP1(x), etc...
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3. POLYN ÔMES 29

Corollaire 3.4 Un polyn̂ome de degŕen poss̀ede au plusn racines distinctes.

Soienta1, a2, . . . , at les racines distinctes deP (x) on aP (x) = (x−a1)(x−a2) . . . (x−
at). En comparant les degrés des deux membres, on voit que le degré deQ(x) est 0.
Ce corollaire implique que deux polynômes de degrén égaux pourn+1 valeurs distinctes
sont égaux. C’est une ǵeńeralisation du fait qu’une droite (polynôme de degŕe 1) est
détermińee de manìere uniquèa l’aide de deux points.

Définition 3.3 On dit que deux polyn̂omes sont premiers entre eux si et seulement si leurs
seuls diviseurs communs sont les constantes non nulles.

Cette d́efinition implique, entre autres, que deux polynômes premiers n’ont aucune racine
en commun.
On admettra le th́eor̀eme suivant qui concerne la factorisation des polynômes :

Théorème 3.5Soit un polyn̂omeà coefficients ŕeels de degŕen :

P (x) =
n∑
i=0

aix
i avecai ∈ R

P (x) peut s’́ecrire de manìere unique sous la forme :

P (x) = an(x−x1)
h1(x−x2)

h2 · · · (x−xl)hl(x2+p1x+q1)
k1(x2+p2x+q2)

k2 · · · (x2+pmx+qm)km

où x1, x2, . . . , xl sont les racines ŕeelles deP (x), deuxà deux distinctes , de multiplicité,
h1, h2, . . . , hl, et òu les trin̂omes de type(x2 + px + q)k, deuxà deux distincts, ont deux
racines complexes conjuguées, de multiplicit́ek.
On ah1 + h2 + · · ·+ hl + 2(k1 + k2 + · · ·+ km) = n.

Ce th́eor̀eme signifie que tout polynômeà coefficients ŕeels se factorise en un produit de
facteurs du premier degré et de trin̂omes du second degré à discriminant ńegatif.

5 Fractions rationnelles

Les fractions rationnelles sont aux polynômes ce que les fractions sont aux entiers : un
quotient.

Définition 3.4 La fonctionf(x) est une fraction rationnelle si il existe deux polynômes
P (x) etQ(x) premiers entre eux tels que :

∀x ∈ R f(x) =
P (x)

Q(x)

Comme pour toute fraction, le haut (le polynômeP (x)) s’appelle le nuḿerateur et le bas
(le polyn̂omeQ(x)) le dénominateur.
Le degŕe d’une fraction rationnelle estégalà la différence du degré du nuḿerateur et de
celui du d́enominateur.
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Exemples :
• la fonctionf définie pour toutx par :

f(x) =
2x2 − 4x+ 5

x+ 3

Le degŕe de la fraction rationnellef(x) estégalà 2 - 1 = 1.
• La fonctiong définie pour toutx par :

g(x) =
2x2 − 4x+ 5

x2 + 1

Le degŕe de la fraction rationnelleg(x) estégalà 2 - 2 = 0.
• La fonctionh définie pour toutx par :

h(x) =
2x

x+ 3
− 4

x− 1

On note que la somme de deux fractions rationnelles donne une autre fraction ration-
nelle. En effet :

h(x) =
2x

x+ 3
− 4

x− 1

=
2x(x− 1)

(x+ 3)(x− 1)
− 4(x+ 3)

(x− 1)(x+ 3)

=
2x2 + 2x+ 12

(x+ 3)(x− 1)

Le degŕe deh estégalà 0.
De la m̂eme façon que tous les entiers sont des fractions, tous les polynômes sont des
fractions rationnelles.
A l’instar de ce qui se fait pour les fractions, les fractions rationnelles peuventêtre ad-
ditionnées, multiplíees et m̂eme diviśees. A chaque fois, le résultat est une autre fraction
rationnelle.
Rappelons qu’on ne peut pas toujours diviser un polynôme par un autre. (Une particula-
rité que l’on retrouve aussi chez les entiers !)

Théorème 3.6Soit une fraction rationnellef(x) = P (x)
Q(x)

où le degŕe m de P (x) est
suṕerieur ouégal au degŕen deQ(x).
Alors, pour toutx tel queQ(x) 6= 0, on peut́ecrire :

f(x) =
P (x)

Q(x)
= E(x) +

R(x)

Q(x)

• où E(x) est un polyn̂ome de degŕe m − n, dit partie entìere def(x), et qui est le
quotient de la division deP (x) parQ(x) ;

• oùR(x) est un polyn̂ome de degŕe strictement inf́erieur au degŕe deQ(x), et qui est le
reste de la division deP (x) parQ(x) ;

• et òu R(x)
Q(x)

est une fraction rationnelle

Ce th́eor̀eme est l’́equivalent, pour les fractions rationnelles du théor̀eme3.2
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Exemples :

1. Soit la fraction rationnellef(x) = x4+3x+2
(x−1)2

. En notant que 1 n’est pas racine du
numérateur, on d́eduit que les polyn̂omes sont premiers entre eux. Pourx 6= 1, on
a :

5x4 +3x+ 2 x2 − 2x+ 1
−5x4 + 10x3 − 5x2 5x2 + 10x+ 15

10x3 − 5x2 + 3x+ 2
−10x3 + 20x2 − 10x

15x2 − 7x + 2
−15x2 + 30x− 15

23x− 13

et donc :

f(x) = 5x2 + 10x+ 15 +
23x− 13

(x− 1)2

2. Soit la fraction rationnellef(x) = 5x(x2+1)
3x2+2x+3

. Le d́enominateur n’ayant pas de racine
réelle, les polyn̂omes sont premiers entre eux. On a, pour toutx ∈ R :
x3 +x 3x2 + 2x+ 3

−x3 − 2/3x2 − x 1/3x− 2/9
−2/3x2

2/3x2 + 4/9x+ 2/3
4/9x+ 2/3

et donc :

f(x) =
1

3
x− 2

9
+

4
9
x+ 2

3

3x2 + 2x+ 3

Théorème 3.7Soit une fraction rationnelle,g(x) = R(x)
Q(x)

, où le degŕe deR(x) est stric-
tement inf́erieur au degŕe deQ(x). En utilisant le th́eor̀eme3.5on peutécrire :

Q(x) = λ(x−x1)
h1(x−x2)

h2 · · · (x−xl)hl(x2+p1x+q1)
k1(x2+p2x+q2)

k2 · · · (x2+pmx+qm)km

Alors pour toutx 6∈ {x1, x2, . . . , xl}, la fraction rationnelle s’́ecrit de manìere unique
sous la forme :

g(x) =
R(x)

Q(x)

=
A1

(x− x1)h1
+

A2

(x− x1)h1−1
+

A3

(x− x1)h1−2
+ · · ·+ Ah1

(x− x1)

+
B1

(x− x2)h2
+

B2

(x− x2)h2−1
+

B3

(x− x2)h2−2
+ · · ·+ Bh2

(x− x2)
+ · · ·

+
L1

(x− xl)hl
+

L2

(x− xl)hl−1
+

L3

(x− xl)hl−2
+ · · ·+ Lhl

(x− xl)

+
M1x+M ′

1

(x2 + p1x+ q1)k1
+

M2x+M ′
2

(x2 + p1x+ q1)k1−1
+

M3x+M ′
3

(x2 + p1x+ q1)k1−2
+ · · ·+

Mk1x+M ′
k1

(x2 + p1x+ q1)
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+
N1x+N ′

1

(x2 + p2x+ q2)k2
+

N2x+N ′
2

(x2 + p2x+ q2)k2−1
+

N3x+N ′
3

(x2 + p2x+ q2)k2−2
+ · · ·+

Nk2x+N ′
k2

(x2 + p2x+ q2)
+ · · ·

+
T1x+ T ′1

(x2 + pmx+ qm)km
+

T2x+ T ′2
(x2 + pmx+ qm)km−1

+ · · ·+
Tkmx+ T ′km

(x2 + pmx+ qm)

oùA1, . . . , Ah1,B1, . . . , Bh2,L1, . . . , Lhl
,M1, . . . ,Mk1 ,M

′
1, . . . ,M

′
k1

,N1, . . . , Nk2 , N
′
1, . . . , N

′
k2

,
T1, . . . , Tkm , T

′
1, . . . , T

′
km

sont des nombres réels.

Ce th́eor̀eme, que l’on admettra, permet la décomposition des fractions rationnelles en
éléments simples.

Exemples :

1. Soit la fraction rationnellef(x) = 5x4+3x+2
(x−1)2

.On a montŕe (exemple1du th́eor̀eme3.6)

que cette fraction rationnelle pouvait s’écrire :f(x) = 5x2 + 10x + 15 + 23x−13
(x−1)2

.
Le théor̀eme3.7permet d’́ecrire :

23x− 13

(x− 1)2
=

A

(x− 1)2
+

B

(x− 1)

La détermination des constantesA etB (unicité de la d́ecomposition) peut se faire,
par exemple, eńecrivant :

23x− 13

(x− 1)2
=

A

(x− 1)2
+
B(x− 1)

(x− 1)2
=
Bx+ (A−B)

(x− 1)2

L’ égalit́e doit avoir lieu pour toutx 6= 1, ce qui impose :
B = 23 etA−B = −13 =⇒ A = 10 et donc :

5x4 + 3x+ 2

(x− 1)2
= 5x2 + 10x+ 15 +

10

(x− 1)2
+

23

(x− 1)
∀x 6= 1

2. Soit la fraction rationnellef(x) = 1
x2(x−1)(x2+1)2

. Les polyn̂omes sont́evidemment
premiers entre eux et le degré du nuḿerateur est strictement inférieur au degŕe du
dénominateur (degré 7), la partie entière est nulle et pour toutx diff érent de 0 ou
1, on a :

1

x2(x− 1)(x2 + 1)2
=
A

x2
+
B

x
+

C

(x− 1)
+

Dx+ E

(x2 + 1)2
+
Fx+G

x2 + 1

En multipliant les deux membres de l’égalit́e parx2 et en faisant tendrex vers źero,
on obtientA = −1.
En multipliant ensuite parx− 1 et en faisant tendrex vers 1 on obtientC = 1

4
.

En ŕeduisant au m̂eme d́enominateur et en additionnant les fractions du membre de
droite, on obtient :

1 = A(x−1)(x2+1)2+Bx(x−1)(x2+1)2+Cx2(x2+1)2+(Dx+E)x2(x−1)+(Fx+G)x2(x−1)(x2+1)

bar-hen.net



3. POLYN ÔMES 33

L’ égalit́e des nuḿerateurs pour toutx diff érent de źero et de un implique successi-
vement :B = −1, F = 3

4
= G,D = 1

2
= E. Finalement :

f(x) = − 1

x2
− 1

x
+

1

4

1

(x− 1)
+

1

2

x+ 1

(x2 + 1)2
+

3

4

x+ 1

x2 + 1
∀x 6∈ {0, 1}
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34 Exercices

6 Exercices

1. Vrai ou Faux ?

(a) les fonctions suivantes sont des polynômes :

i.
√
x

ii. x4

iii. ex

iv. xa a ∈ Z
(b) les seuls polyn̂omes inversibles sont les constantes non nulles.

(c) le produit de deux fractions rationnelles est une fraction rationnelle.

(d) la somme de deux polynômes de degrém est un polyn̂ome de degŕem.

2. Calculer la division deP (x) parQ(x) pour les cas suivants :

(a) P (x) = x4 + x3 − 16x2 + 11x+ 16,Q(x) = x3 − 17x+ 25 ;

(b) P (x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1,Q(x) = x3 + x2 − x− 1 ;

(c) P (x) = x4 + 7x3 + 19x2 + 23x+ 10,Q(x) = x4 + 7x3 + 18x2 + 22x+ 12

3. Trouvez les racines deP (x) (attention il peut y avoir des racines multiples) :

(a) P (x) = x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4

(b) P (x) = x5 − 10x3 − 20x2 − 15x− 4

4. Décomposer eńeléments simples les fractions rationnelles suivantes :

F1(x) =
(x2 + 2)

x4 + 1

F2(x) =
x3 + 2x3

(x2 + x+ 1)(x2 + 1)

F3(x) = =
1

(x− 3)2(x2 + 4)

F4(x) =
x+ 2

x2(x2 − 1)(x2 + 1)2

F5(x) =
2x5 + 3x2 − 1

(x2 + x+ 1)3

F6(x) =
(3x7 − 5x4 + 4x2 − 11x+ 1

(x2 + x+ 1)1994

F7(x) =
x

(x+ 1)(x2 + 1)3

5. Soit n un entier naturel non nul. Trouver la dérivéen-ième des fractions ration-
nelles suivantes :

F1(x) =
x2

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
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F2(x) =
x3

(x− 1)(x− 3)

F3(x) =
4x4

(x− 1)2(x+ 2)
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Chapitre 4

Formule de Taylor-Développements
limit és

1 La formule de Taylor

Soientf : I → R une fonction, (d́erivable autant de fois que nécessaire) sur l’intervalleI,
a un point deI etm un entier. La formule de Taylor̀a l’ordrem permet d’approcherf(x),
pourx voisin dea, par une expression ne dépendant que def(a), f ′(a), . . . , f (m)(a) et
dex (et donc pas def(x)).

1.1 Casm = 0

On approchef(x) parf(a) ; l’erreur e0(x) = f(x) − f(a) peutêtreévalúeeà l’aide de
la formule des accroissements finis :
il existeθ entrea etx tel quef(x) = f(a) + (x− a)f ′(θ) et

|e0(x)| = |f(x)− f(a)| ≤M1|x− a|
siM1 est un nombre positif majorant|f ′(t)| lorsquet parcourtI.
On retiendra que l’erreur est (au plus) de l’ordre de|x− a|. On dit quee0(x) est, lorsque
x tend versa, un infiniment petit d’ordre (suṕerieur ouégalà) 1.

1.2 Casm = 1

On approchef(x) par la fonction affine :g(x) = f(a) + f ′(a)(x− a).
D’un point de vue graphique, on passe def à g en remplaçant la courbey = f(x) par la
tangentèa cette courbe au point(a, f(a)) ; intuitivement, cette tangente est la droite qui
”colle” le plus à la courbey = f(x) au voisinage de(a, f(a)). L’erreur peut̂etreévalúee
à l’aide de la formule de Taylor :

Théorème 4.1 (Formule de Taylorà l’ordre 1) Soitb ∈ I ; il existe un ŕeelθ compris
entrea et b tel que :

f(b) = f(a) + f ′(a)(b− a) +
1

2
f ′′(θ)(b− a)2
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38 La formule de Taylor

Démonstration : consid́erons la fonction

φ(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− c(x− a)2

La constantec étant choisie telle queφ(b) = 0. (c = f(b)−f(a)−f ′(a)(b−a)
(b−a)2 , b 6= a).

Commeφ(b) = φ(a) = 0, il existe d’apr̀es le th́eor̀eme des accroissements finis (voir
théor̀eme2.3) un nombreθ1 entrea et b tel que :

φ′(θ1) = 0

c’est-̀a-dire :
f ′(θ1)− f ′(a)− 2c(θ1 − a) = 0

et

c =
1

2

f ′(θ1)− f ′(a)

θ1 − a

En appliquant une nouvelle fois le théor̀eme des accroissements finis, on obtient qu’il
existe un ŕeelθ entrea et θ1 tel que

c =
1

2
f ′′(θ)

.
Puisqueφ(b) = 0, on a :

f(b) = f(a) + f ′(a)(b− a) +
1

2
f ′′(θ)(b− a)2

En regardant l’approximation def(x) par f(a) + f ′(a)(x − a), on voit que l’erreur
e1(x) = f(x)− f(a)− f ′(x− a) peut s’́ecrire :

e1(x) =
1

2
f ′′(θ)(x− a)2

Donc siM2 est un nombre positif majorant|f ′′(t)|, pour toutt ∈ I, on a :

|e1(x)| ≤
1

2
M2|x− a|2

L’erreur est, au plus de l’ordre de|x − a|2 lorsquex → a. On dit que, pourx → a,
e1(x) est un infiniment petit d’ordre (supérieur ouégalà 2) ; on notera que, pourx→ a,
M2

2
|x− a|2 est infiniment plus petit queM1|x− a|.

Exemple 1 : supposonsf convexe surI ; alorsf ′′(x) ≥ 0 surI. Par conśequent pour
chaquea, b ∈ I :

f(b) ≥ f(a) + f ′(a)(b− a)

(puisquef ′′(θ) ≥ 0). La courbey = f(x) est donc au dessus de la tangente au point
(a, f(a)). Ce ŕesultat a d́ejà ét́e obtenùa la section3.1.
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Exemple 2 : déterminons la limite pourx→ 0 de 1−cos(2x)
3x2 (forme 0

0
).

Appliquons la formule de Taylor̀af(x) = 1− cos(2x) au pointa = 0.
On af(0) = 0, f ′(0) = 0 etf ′′(x) = 4 cos(2x). D’où :

1− cos(2x)

3x2
=

1
2
f ′′(θ)x2

3x2
=

2

3
f ′′(θ)

θ étant un ŕeel sitúe entre 0 etx, θ → 0 quandx → 0 et limx→0 f
′′(θ) = 1. Par

conśequent :

lim
x→0

1− cos(2x)

3x2
=

2

3

2 Cas ǵenéral

On approchef(x) parg(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a) (x−a)2
2

+ · · ·+ f (m)(a) (x−a)m

m!
.

Remarquons queg(x) est un polyn̂ome de degŕem et que :

g(a) = f(a), g′(a) = f ′(a), . . . , g(k)(a) = f (k)(a), . . . , g(m)(a) = f (m)(a)

On peut montrer queg(x) est le seul polyn̂ome de degŕe m, admettant au pointa les
mêmes d́erivées successives, d’ordre inférieur ouégalàm, quef . En ce sens,g(x) est
parmi les polyn̂omes de degré inférieur ouégal à m, celui qui ”colle” le plusà f(x)
lorsquex→ a.
L’erreur em(x) = f(x)− g(x) peutêtreévalúeeà l’aide de la formule de Taylor d’ordre
m :

Théorème 4.2 (Formule de Taylor)Sif estm+ 1 fois d́erivable surI, et sia etx sont
deux points deI, il existe un ŕeelθ compris entrea etx tel que :

f(x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+f ′′(a)(x− a)2

2
+· · ·+f (m)(a)

(x− a)m

m!
+f (m+1)(θ)

(x− a)m+1

(m+ 1)!

En particulier , si |f(t)(m+1)| ≤ M au voisinage dea, l’erreur em(x) est de module
inférieur àM × |x−a|m+1

(m+1)!
. C’est un infiniment petit d’ordre (supérieur ouégal)àm+ 1.

Exemples :

1. Prenonsf(x) = ex, I = R, a = 0. On obtient, sin est un entier positif :

ex = 1 +
x

1!
+ · · ·+ xn

n!
+ eθ

xn+1

(n+ 1)!

où θ est compris entre 0 etx.
Si x ≥ 0, eθ ≥ 1 ; on en d́eduit que pour toutx ≥ 0, et tout entiern ≥ 0, on a :

ex ≥ 1 +
x

1!
+ · · ·+ xn

n!
+

xn+1

(n+ 1)!
≥ xn+1

(n+ 1)!
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En particulier, commee
x

xn ≥ x
(n+1)!

:

lim
x→+∞

ex

xn
= +∞ (4.1)

On peut plus ǵeńeralement́enoncer :

(a) limu→+∞
eαu

uβ = +∞ pourα > 0, β ∈ R (en posantx = αu on se ram̀eneà
la formule4.1)

(b) limv→+∞ vβe−αv = 0 si α > 0, β ∈ R
Dans tous les cas ”l’exponentielle l’emporte sur la puissance”.

2. Prenonsf(x) = sin(x), a = 0. Pourx > 0, il existeθ1 et θ2 compris entre 0 etx
tels que :

f(x) = x− x3

6
cos(θ1) ≥ x− x3

6

et f(x) = x− x3

6
+
x4

24
sin(θ2) ≤ x− x3

6
+
x4

24

On obtient ainsi un encadrement desin(x), à l’aide de polyn̂omes.
On remarque aussi que la fonction sinusétant impaire, la partie régulìere de son
développement ne contient que des exposants impairs dex.

3. La formule de Taylor est applicable aux polynômes de degrén. Ils sont infiniment
dérivables et la d́erivée d’ordren + 1 est identiquement nulle. On peut remarquer
que :

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n =⇒ f(0) = a0

f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·+ nanx

n−1 =⇒ f ′(0) = a1

f ′′(x) = 2× 1× a2 + 3× 2a3x · · ·+ n(n− 1)anx
n−2 =⇒ f ′′(0) = 2!a2

f (3)(x) = 3× 2× 1× a3 + · · ·+ n(n− 1)(n− 2)anx
n−3 =⇒ f (3)(0) = 3!a3

etc.

on a donc bien :

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

3 Développements limit́es : d́efinition, premières propriétés

Définition 4.1 Soit f : I → R une fonction d́efinie sur un intervalle contenant 0 et
I 6= {0}. Soitn un entier positif. D́eterminer un d́eveloppement limité def , à l’ordre n,
au voisinage de 0 (ou en 0), c’est trouver des coefficientsa0, a1, . . . , an tels que l’on ait :

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + xnε(x)
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avec
lim
x→0

ε(x) = 0

En d’autres termes :|f(x) − (a0 + a1x + · · · + anx
n)| est un infiniment petit d’ordre

strictement plus grand quen ; c’est une quantit́e infiniment plus petite que|x|n.

Commençons par formuler deux propriét́esélémentaires :

3.1 Unicit́e du d́eveloppement limité

Théorème 4.3Une fonctionf admet au plus un d́eveloppement limité à l’ordre n en 0.

Autrement dit, les coefficientsa0, a1, . . . , an sont d́etermińes parf . Supposons en effet
que l’on ait, pourx ∈ I :

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + xnε1(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n + xnε2(x)

pour deux syst̀emes de coefficientsa0, a1, . . . , an, b0, . . . , bn et deux coefficientsε1 et ε2
tendant vers 0 en 0.
En faisant tendrex vers źero dans chaque membre, on obtientà la limite :a0 = b0. En
divisant ensuite parx, on obtient, puisquea0 = b0 :

a1 + a2x+ · · ·+ anx
n−1 + xn−1ε1(x) = b1 + b2x+ · · ·+ bnx

n−1 + xn−1ε2(x)

En faisant tendrèa nouveaux vers źero, on obtient (sin ≥ 1) a1 = b1. On peut alors
de nouveau diviser parx pour obtenir (sin ≥ 2) a2 = b2. On montre ainsi de proche en
proche que :a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bn.

3.2 Troncature d’un d́eveloppement limité

Si on a un d́eveloppement limit́e def à l’ordren (en 0), on obtient le d́eveloppement
limit é def à l’ordre p, p ∈ N, p < n par ”troncature” (i.e. en conservant les termes
d’ordre inf́erieur ouégalàp) :
si : f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n + xnε(x) pourx ∈ I aveclimx→0 ε(x) = 0
alors : f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ apx

p(ap+1x+ ap+2x
2 + · · ·+ anx

n−p + xn−pε(x))
c’est-̀a-dire :

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ apx
p + xpε1(x) aveclimx→0 ε1(x) = 0

On voit donc que sif admet un DLà l’ordren en 0, le polyn̂omeP n
f (x) = a0 + a1x +

· · ·+ anx
n tel que|f(x)− P n

f (x)| soit un infiniment petit d’ordre strictement plus grand
quen est uniquement d́etermińe. On dira que ce polyn̂ome est le d́eveloppement limit́e
def , à l’ordren, au voisinage de 0.
Pour une fonctionf assez ŕegulìere, la formule de Taylor (voir th́eor̀eme4.2) donne (au
moins th́eoriquement) ce d́eveloppement :
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Théorème 4.4Si f estn fois d́erivable surI, 0 ∈ I et I 6= {0} et sif (n) est continue,
on a :

f(x) = f(0) + f ′(0)
x

1!
+ · · ·+ f (n)(0)

xn

n!
+ xnε(x)

où la fonctionε(x) tend vers 0 quandx→ 0.

Démonstration : d’après la formule de Taylor, on a pour un certainθ compris entre 0 et
x :

f(x) = f(0) + f ′(0)
x

1!
+ · · ·+ f (n−1)(0)

xn−1

(n− 1)!
+ f (n)(θ)

xn

n!

et

f(x) = f(0) + f ′(0)
x

1!
+ · · ·+ f (n)(0)

xn

n!
+ xnε(x)

donc :

ε(x) =
1

n!
(f (n)(θ)− f (n)(0))

En utilisant la continuit́e def (n) en 0 on alimx→0 ε(x) = 0.

Le théor̀eme permet d’́ecrire le DL des fonctions suffisamment ”simples”à n’importe
quel ordre. Par exemple :
• ex = 1 + x

1!
+ · · ·+ xn

n!
+ xnε1(x)

• cos(x) = 1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ x2nε2(x)

• sin(x) = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ x2n+1ε3(x)

(n entier quelconque etlimx→0 εj(x) = 0).
On peut d́evelopper de m̂eme(1 + x)α, (α ∈ R) ; le DL à l’ordre 3 est :

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

6
x3 + x3ε(x)

aveclimx→0 ε(x) = 0.
Le casα = −1 est particulìerement important, et se déduit (sans passer par la formule de
Taylor) de la formule de la progression géoḿetrique :1 + x+ · · ·+ xn = 1−xn+1

1−x

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + xnε1(x)

1

1 + x
= 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + xnε2(x)

aveclimx→0 εj(x) = 0.

4 Opérations sur les d́eveloppements limit́es

4.1 Somme

Le DL à l’ordren def(x)+ g(x), (au voisinage de 0) s’obtient en ajoutant termeà terme
les DL à l’ordren def(x) etg(x) :
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si f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + xnε1(x) et g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n + xnε2(x)
aveclimx→0 εj(x) = 0, on obtient en ajoutant :

f(x) + g(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)x
n + xnε3(x)

où ε3(x) = ε1(x) + ε2(x) et donclimx→0 ε3(x) = 0.

4.2 Produit

Distinguons d’abord deux casélémentaires :

xf(x) : si on a un DLà l’ordre n de f(x) en 0, on a imḿediatement un DL̀a l’ordre
n + 1 dexf(x) ; il suffit d’ écrire, sif(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n + xnε1(x) (et
limx→0 ε1(x) = 0), que :

xf(x) = a0x+ a1x
2 + · · ·+ anx

n+1 + xn+1ε1(x)

On obtient de m̂eme un d́eveloppement limit́e à l’ordren+ 2 dex2f(x).
f(x)
x

: on supposef(0) = 0, f(x) = a0+a1x+· · ·+anxn+xnε1(x) (et limx→0 ε1(x) = 0)

avecn ≥ 1. On peut donc prolonger par continuité la fonctionf(x)
x

enx = 0 (avec

la valeura1). On obtient un DL̀a l’ordre(n− 1) de f(x)
x

enécrivant :

f(x)

x
= a1 + a2x+ a3x

2 + · · ·+ anx
n−1 + xn−1ε(x)

Exemple : sin(x)
x

à l’ordre 5 :

sin(x)

x
=

1

x

(
x− x3

3!
+

x5

120
+ x6ε(x)

)
= 1− x2

6
+

x4

120
+ x5ε(x)

Cas ǵenéral

Supposonsf(x) = a0+a1x+· · ·+anxn+xnε1(x) etg(x) = b0+b1x+· · ·+bnxn+xnε2(x)
avec limx→0 εj(x) = 0, on obtient un DLà l’ordre n de f(x)g(x) en d́eveloppant le
produit :

(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + xnε1(x))(b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n + xnε2(x))

en regroupant les termes de même degŕe, et en ne conservant que ceux de degré inférieur
ou égalàn (et òu n’apparâıt ni ε1 ni ε2). Tous les autres termes sont des infiniment petits
d’ordre strictement suṕerieuràn.
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Exemple : DL à l’ordre 3 de ex

1−x (pourx→ 0) :

ex

1− x
=

(
1 + x+

x2

2
+
x3

6
+ x3ε1(x)

)
(1 + x+ x2 + x3 + x3ε2(x))

= 1 + 2x+ x2

(
1

2
+ 1 + 1

)
+ x3

(
1

6
+

1

2
+ 1 + 1

)
+ x3ε(x)

= 1 + 2x+
5

2
x2 +

8

3
x3 + x3ε(x)

limx→0 ε(x) = 0.

4.3 Composition

Cas particulier : f(x2)

Si f(x) = a0 +a1x+ · · ·+anx
n+xnε1(x) aveclimx→0 ε1(x) = 0, on a imḿediatement :

f(x2) = a0 + a1x
2 + · · ·+ anx

2n + x2nε(x)

avecε(x) = ε1(x
2) et donc un DLà l’ordre2n def(x2) (pourx → 0). On traiterait de

même les fonctionsf(x3), . . . , f(xk) (k entier≥ 2), ouf(−x2), . . . , f(−xk).

Exemples :

1

1− x2
= 1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n + x2nε1(x)

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − · · ·+ (−1)nx2n + x2nε2(x)

aveclimx→0 εj(x) = 0. (Ces d́eveloppements se déduisent de 1
1−x et 1

1+x
).

De même
1√

1− x2
= (1− x2)−

1/2 = 1 +
x2

2
+

3

4
x4 + x4ε(x)

limx→0 ε(x) = 0. (puisque(1 + u)−
1/2 = 1 + 1

2
u+ 3

4
u2 + u2ε(u))

Cas ǵenéral : f(g(x))

on suppose que pour un entiern positif donńe :f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + xnε1(x)

etg(x) = b1x+ · · ·+ bnx
n + xnε2(x) aveclimx→0 εj(x) = 0.

On remarque que par hypothèseg(0) = 0 et mêmelimx→0 g(x) = 0.
D’où :

f(g(x)) = a0 + a1 (b1x+ · · ·+ bnx
n + xnε2(x)) + · · ·

+an (b1x+ · · ·+ bnx
n + xnε2(x))

n + g(x)nε1(g(x)) (4.2)

Commeg(x)nε1(g(x)) = xn (b1x+ · · ·+ bnx
n + xnε2(x))

n ε1(g(x)) = xnε3(x), on voit
queg(x)nε1(g(x)) est un infiniment petit d’ordre supérieur ouégalàn.
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On en d́eduit le DL limité à l’ordre n de f(g(x)) (pour x → 0) en remplaçant dans
l’ équation4.2 chaque termeak (b1x+ · · ·+ bnx

n + xnε2(x))
k par son d́eveloppement

en omettant les termes de degré suṕerieuràn (par rapport̀ax) et ceux òu apparâıt ε2(x).
Les termes omis sont en effet des infiniment petits d’ordre supérieur ouégalàn.

Exemple : DL d’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonctionf(x) = esin(x)

sin(x) = x− x3

3!
+

x5

120
+ x6ε1(x)

ey = 1 + y +
y2

2
+
y3

6
+ y3ε2(y)

limx→0 εj(x) = 0.
On a : (

x− x3

3!
+

x5

120

)2

= x2

(
1− x2

6

)2

+ x5ε3(x)

= x2

(
1− x2

3

)
+ x5ε4(x)

De même : (
x− x3

3!
+

x5

120

)3

= x3

(
1− x2

6

)3

+ x5ε5(x)

= x3

(
1− x2

2

)
+ x5ε6(x)

et : (
x− x3

3!
+

x5

120

)4

= x4 + x5ε7(x)(
x− x3

3!
+

x5

120

)5

= x5 + x5ε8(x)

Et donc en substituantsin(x) dans le DL deey et en ne conservant que les monômes de
degŕe inférieurà 5 on obtient :

esin(x) = 1 + x+
x2

2
− x4

8
− x5

15
+ x5ε(x)

limx→0 ε(x) = 0.
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4.4 Primitive d’un d́eveloppement limité

Définition 4.2 Supposonsf dérivable surI, (0 ∈ I et I 6= {0}) et pourn entier positif
fixé, supposons :

f ′(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + xnε(x)

limx→0 ε(x) = 0.
Alorsf admet le DLà l’ordre n+ 1 suivant :

f(x) = f(0) + a0x+ a1
x2

2
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
+ xn+1ε1(x)

limx→0 ε1(x) = 0.

En d’autres termes, on remplaceakxk parak x
k+1

k+1
pourk = 0, . . . , n et on ajoute le terme

(d’ordre 0)f(0). Si f est(n+ 1) dérivable et telle quef (n+1) soit continue en 0, la règle
se v́erifie facilement en comparant les développements de Taylor def etf ′.

Exemples : pour tout entiern positif :

1. Comme 1
1+x2 = 1− x2 + x4 + · · ·+ (−1)nx2n + x2nε1(x) aveclimx→0 ε1(x) = 0

on a :

arctan(x) = x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ x2n+1ε2(x)

aveclimx→0 ε2(x) = 0

2. Comme 1
1+x

= 1− x + x2 − · · · + (−1)nxn + xnε3(x) aveclimx→0 ε3(x) = 0 on
a :

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n

xn+1

n+ 1
+ xn+1ε4(x)

aveclimx→0 ε4(x) = 0

5 Exemples d’utilisation des d́eveloppements limit́es

5.1 Formes ind́etermińees0
0

Soientf et g deux fonctions sur l’intervalleI, supposons que0 ∈ I (I 6= {0}) et
limx→0 f(x) = limx→0 g(x) = 0 et cherchons la limitéeventuelle delimx→0

f(x)
g(x)

. Ima-
ginons qu’on sache calculer le DL def(x) pourx → 0, à un ordre faisant apparaı̂tre un
terme non nul, et de m̂eme pourg(x) :{

f(x)=anx
n + xnε1(x)

g(x)= bpx
p + xpε2(x)

avec lim
x→0

ε1(x) = lim
x→0

ε2(x) = 0

an 6= 0, bp 6= 0 etn, p entiers positifs. On en déduit :

f(x)

g(x)
= xn−p

an + ε1(x)

bp + ε2(x)

D’où le ŕesultat :
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• si n > p, f/g tend vers 0 (pourx→ 0) ;
• si n = p, f(x)

g(x)
tend versan

bp
lorsquex→ 0 ;

• si n < p, lim x→ 0
x > 0

f(x)
g(x)

tend vers±∞ selon le signe dean

bp
.

Exemple : limx→0
arctan(x)−x

sin(x)−x cos(x)
;

On aarctan(x)− x = −x3

3
+ x3ε1(x), etsin(x)− x cos(x) =

(
x− x3

6

)
− x

(
1− x2

2

)
+

x3ε2(x) = x3

3
+ x3ε3(x).

On en d́eduit : arctan(x)−x
sin(x)−x cos(x)

→ −1 lorsquex→ 0.

Étude pour x→ a

On étudie une forme ind́etermińee f(x)
g(x)

pour x → a (on suppose quelimx→a f(x) =

limx→a g(x) = 0). On se ram̀enera toujours au casa = 0 en posantx = a + u, et en
étudiant pouru→ 0 la quantit́e f(a+u)

g(a+u)

Étude pour x→ +∞
On cherchelimx→+∞

f(x)
g(x)

; on se ram̀enera encorèa uneétude au voisinage de 0, en

posantx = 1
u
, et enétudiant

f( 1
u)

g( 1
u)

pouru→ 0, u > 0.

Exemple : calculons, si elle existe,limx→+∞

{
x (1+x2)

1/6−x
1/3

(1+x)
1/3−x1/3

}
.

En utilisant la formule :(1 + u)α = 1 + αu+ uε(u) aveclimu→0 ε(u) = 0, on a :

(1+x2)
1/6−x1/3 = x

1/3

((
1 +

1

x2

)1/6

− 1

)
= x

1/3

(
1 +

1

6x2
+

1

x2
ε1(x)− 1

)
= x

1/3

(
1

6x2
+

1

x2
ε1(x)

)
De même :

(1+x)
1/3−x1/3 = x

1/3

((
1 +

1

x

)1/3

− 1

)
= x

1/3

(
1 +

1

3x
+

1

x
ε2(x)− 1

)
= x

1/3

(
1

3x
+

1

x
ε2(x)

)
où limx→+∞ ε1(x) = limx→+∞ ε2(x) = 0. On en d́eduit :

x
(1 + x2)

1/6 − x
1/3

(1 + x)
1/3 − x

1/3
= x

x
1/3
(

1
6x2 + 1

x2 ε1(x)
)

x
1/3
(

1
3x

+ 1
x
ε2(x)

) =
1
6

+ ε1(x)
1
3

+ ε2(x)

ce qui montre que la limite existe et vaut1
2
.
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5.2 Étude d’une forme ind́etermińee1∞

On cherche la limite pourx→ 0 def(x) = (cos(x))
1

x2 .
On écrit :

cos(x)
1

x2 = e
1

x2 ln(cos(x))

et on est rameńe à l’étude de1
x2 ln(cos(x)) pourx→ 0. C’est une forme ind́etermińee 0

0
.

Effectuons un DL̀a l’ordre 2 deln(cos(x)) (pourx→ 0). :{
ln(1 + u) = u+ uε1(u)

u = cos(x)− 1=−x2

2
+ x2ε2(x)

où limx→+∞ ε1(x) = limx→+∞ ε2(x) = 0.
En composant les DL, on obtient :

ln(cos(x)) =

(
−x

2

2
+ x2ε2(x)

)
+ x2

(
−1

2
+ ε2(x)

)
ε1(u) = −x

2

2
+ x2ε3(x)

où limx→+∞ ε3(x) = 0.
D’où :

lim
x→0

1

x2
ln(cos(x)) = −1

2
et lim

x→0
(cos(x))

1
x2 =

1√
e

6 Étude d’une branche infinie (recherche d’asymptote)

On se propose d’étudier la branche infinie,x→ +∞ de la courbey = f(x) = (1− x2 +

x3)
1/3

Direction asymptotique :

f(x)

x
=

(
1

x3
− 1

x
+ 1

)1/3

→ 1 pourx→ +∞

Asymptote : on formef(x)− x = x

((
1
x3 − 1

x
+ 1
)1/3 − 1

)
.

Utilisons le DLà l’ordre 1 :(1 + v)
1/3 = 1 + v

3
+ vε1(v) aveclimv→0 ε1(v) = 0 pour en

déduire :
(1− u+ u3)

1/3 − 1 = −u
3

+ uε2(u)

aveclimu→0 ε2(u) = 0
Par conśequent :

f(x)− x = x

(
− 1

3x
+

1

x
ε2(x)

)
→ −1

3
quandx→ +∞

y = f(x) admet donc, pourx→ +∞, l’asymptotey = x− 1
3
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Position par rapport à l’asymptote : il s’agit d’étudier le signe, pourx grand, de
f(x)− x+ 1

3
:

f(x)−
(
x− 1

3

)
=

1

u
((1− u+ u3)

1/3 − 1) +
1

3
où u =

1

x

On effectue un DL̀a l’ordre 2 de(1− u+ u3)
1/3. On a :

(1 + v)
1/3 = 1 +

v

3
− 1

9
v2 + v2ε′1(v) lim

v→0
ε′1(v) = 0

et en composant avecv = −u+ u3 :

(1− u+ u3)
1/3 = 1− u

3
+

1

9
u2 + u2ε′2(u) lim

u→0
ε′2(u) = 0

Par conśequent :

1

u
((1− u+ u3)

1/3 − 1) +
1

3
= −1

9
u+ uε′2(u) = u

(
−1

9
+ ε2(u)

)
lim
u→0

ε′2(u) = 0

Pouru > 0, assez petit−1
9

+ ε2(u) < 0. Ce qui prouve quef(x) −
(
x− 1

3

)
< 0, pour

x assez grand (x → +∞) et par conśequent la courbey = f(x), présente une branche
infinie sitúesousl’asymptotey = x− 1

3
(x→ +∞).
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50 Exercices

7 Exercices

1. Vrai ou Faux ?

(a) Toute fonction continue sur un intervalleI admet un d́eveloppement limit́e.

(b) Un développement limit́e d’ordren est un polyn̂ome d’ordren+ 1.

(c) les coefficients pairs du DL d’une fonction paire sont nuls.

(d) Toute fonction admettant un développement limit́e d’ordre suṕerieur ouégal
à 1 poss̀ede une asymptote.

(e) Le logarithme l’emporte toujours sur la puissance.

(f) La dérivée d’un DL est le DL de la d́erivée.

2. Déterminer le DL̀a l’ordre 4, au voisinage de 0, des fonctions :

(a) f1 : x 7→ 1−x2

1+x4

(b) f2 : x 7→ 1−x4

1−x2

3. Déterminer par deux ḿethodes, le d́eveloppement limit́e d’ordre 3, au voisinage de
0, de la fonctionf : x 7→ tan(x).

4. Déterminer le DL̀a l’ordre 3, au voisinage de 0, des fonctions :

(a) f1 : x 7→
√

1 + x sin(x)

(b) f2 : x 7→ sin(x)√
1+x

(c) f3 : x 7→
√

1 + x cos(x)

5. Déterminer le DL̀a l’ordre 8, au voisinage de 0, def : x 7→ tan(x), en remarquant
quef ′ = 1 + f 2.

6. Calculer le DLà l’ordre 5, au voisinage de 0, de la fonctionf définie par la formule
suivante :

f(x) = tan
(
x+

π

4

)−cot(2x)
si x 6= 0

et prolonger par continuité.

7. Déterminer :

(a) limx→0
x−sin(x)

x3

(b) limx→0
1−cos(x)
tan2(x)

(c) limx→0

√
4+x−(2+x

4 )
1−cos(2x)

(d) limx→0

√
1
x

+

√
1
x

+
√

1
x
+−

√
1
x

(e) limx→0
earcsin(x)−esin(x)

earctan(x)−etan(x)

8. Montrer qu’au voisinage de+∞ :√
x+

√
x2 + 1−

√
x+

√
x2 − 1 ≈ 1

2
√

2x
3/2

bar-hen.net



4. FORMULE DE TAYLOR -DÉVELOPPEMENTS LIMIT ÉS 51

9. Déterminer le DL d’ordrep, au voisinage de 0, de la fonction :

f : x 7→ (1 + x)n , n ∈ Q

en d́eduire la formule du bin̂ome de Newton(1 + x)n où n ∈ N∗

10. Déterminer :

(a) limx→2

√
2+x−2√
x+7−3

(b) limx→2

√
2x+5−3
x2−4

(c) limx→π
3

sin(x)−
√

3 cos(x)
2 cos(x)−1

(d) limx→π
2
(sin(x))tan(x)

(e) limx→ 1√
2

arcsin(x)2−π/16
2x2−1

(f) limx→e

√
x−

√
e

ln(x)−1

11. Déterminer le DL d’ordre 3, au voisinage de 0, de la fonction :f : x 7→
√

1− x− x2

12. Donner une valeur approchée de
√

1.02 et estimer l’erreur.

13. Donner une valeur approchée desin
(

1
100

)
et estimer l’erreur.

14. Déterminer le DL d’ordre 3, au voisinage de 0, de la fonction :f : x 7→ arcsin(x).

En d́eduirelimx→0
arcsin(x)

x
et la position de la courbe représentative def par rap-

port à la premìere bissectrice.

15. Étudier la pŕesencéeventuelle d’asymptotes ou de directions asymptotiques pour
le graphe des fonctions suivantes quandx tend vers+∞ :

(a) f(x) = (x3+1)
1/2

(x5+x4−2x)
1
3

(b) f(x) =
(
1 + 1

x

)
arctan(x)

(c) f(x) =
(
x2 + 1

x

)1/3

16. Montrer que la fonctionln(1 + ex) est une fonction convexe (voir exercice13 du
chapitre2). En d́eduire que sin est un entier positif etai, bi des ŕeels positifs pour
i = 1, 2, . . . , n, on a :

n

√√√√ n∏
i=1

(ai + bi) ≥ n

√√√√ n∏
i=1

ai
n

√√√√ n∏
i=1

bi
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Chapitre 5

L’int égrale

1 Définition de
∫ b
a f (x)dx

Soitf : [a, b] → R une fonction continue sur l’intervalle[a, b] (a, b ∈ R, a < b).
Donnons nous, pour chaque entier positifn, un d́ecoupage de[a, b] enn intervalles ; un tel
découpage est obtenu en marquantn+ 1 points :x0 = a < x1 < · · · < xn−1 < xn = b ;
on dit queσn = {x0, x1, . . . , xn−1, xn} est une subdivision de[a, b].
Le pas de cette subdivision est par définition le maximum des longueursx1 − x0, x2 −
x1, . . . , xn − xn−1 ; le pas mesure la ”finesse” du découpage associé à la subdivision.
Notonsδn le pas de la subdivisionσn.
À chaque subdivisionσn, on peut associer une somme :

Sn =
n−1∑
k=0

f(xk)(xk+1 − xk) =
n−1∑
k=0

f(xk)∆xk

Interpr étation géométrique : Sn repŕesente une aire ; sif est positive sur[a, b], Sn est
la somme des aires des rectangles de base[xk, xk+1] sur l’axeOx et de hauteurf(xk).
Si f est de signe quelconque, il faut compter négativement l’aire des rectangles situés
dans le demi plany ≤ 0.
Il est alors intuitif que si lorsquen augmente ind́efiniment le pasδn du d́ecoupageσn
tend vers źero, alors les sommesSn tendent vers l’aire de la régionΣf = {(x, y); a ≤
x ≤ b et0 ≤ y ≤ f(x) ouf(x) ≤ y ≤ 0}
Ces consid́erations rendent plausibles le théor̀eme suivant que nous admettrons :

Théorème 5.1Si limn→∞ δn = 0 alorsSn tend vers une limite finie indépendante de la
suite de subdivisionsσn utilisée. Cette limite est appelée l’intégrale def sur l’intervalle
[a, b] et elle est not́ee

∫ b
a
f(x)dx.

Exemple : Prenonsf(x) = 1 ; alorsSn =
∑n−1

k=0(xk+1 − xk) = xn − x0 = b − a. On
voit donc que

∫ b
a

dx = (b− a)

53



54 Premières propriétés

Conventions : on pose
∫ b
a
f(x)dx = −

∫ a
b
f(x)dx. On convient aussi que l’intégrale

def sur un intervalle ŕeduità un point est nulle :
∫ c
c
f(x)dx = 0 pour toutc ∈ [a, b].

Extension : tout ce qui pŕec̀ede s’́etend au cas d’une fonctionf : [a, b] → R continue
sur [a, b] sauf sur un nombre fini de points où f admet une limitèa droite et une limitèa
gauche finies (discontinuité de premìere esp̀ece).

2 Premières propriétés

Les trois propríet́es suivantes se déduisent facilement de la définition de l’int́egrale :

2.1 Lińearité de l’int́egrale

Si f etg sont continues sur l’intervalleI, si a, b ∈ I et siλ ∈ R, on a :∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

et ∫ b

a

λf(x)dx = λ

∫ b

a

f(x)dx

2.2 Relation de Chasles

Si f : I → R est continue sur l’intervalleI et sia, b, c sont trois points quelconques de
I, on a : ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx (5.1)

2.3 Ińegalit́es :

Soientf et g deux fonctions continues sur l’intervalleI = [a, b] (on supposea ≤ b).
Alors :
• si f(x) ≤ g(x) sur [a, b], on a :

∫ b
a
f(x)dx ≤

∫ b
a
g(x)dx

En particulier, l’int́egrale sur[a, b] d’une fonction positive est positive.
• si f(x) reste compris entre les réelsm etM surI (m ≤ f(x) ≤M ) alors :m(b−a) ≤∫ b

a
f(x)dx ≤M(b− a).

Exercice : déduire de l’une de ces propriét́es l’inégalit́e :∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx

où a ≤ b etf : [a, b] → R est suppośee continue.
Cette ińegalit́e permet par exemple de montrer le théor̀eme suivant :
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Théorème 5.2Sif est une fonction intégrable sur[a, b], la fonctionF : x 7→
∫ x
a
f(t)dt

(a ≤ x ≤ b) est continue sur[a, b]

En effet0 ≤ |F (x) − F (x0)| =
∣∣∣∫ xx0

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ xx0

|f(xt)|dt ≤ (x − x0)H oùH est un

majorant def(t) sur ]x0, x[. On en d́eduit que six− x0 → 0 alorsf(x)− f(x0) → 0.

Exercice : déduire de la propriét́e2.3et du th́eor̀eme des accroissements finis, le théor̀eme
suivant :

Théorème 5.3Sif est une fonction intégrable sur[a, b], il existe un nombrec ∈]a, b[ tel
quef(c) = 1

b−a

∫ b
a
f(t)dt.

Définition 5.1 Soitf est une fonction intégrable sur[a, b], le nombreλ = 1
b−a

∫ b
a
f(t)dt

est appeĺe valeur moyenne def sur [a, b].

3 Primitives et intégrales

Le théor̀eme suivant est fondamental :

Théorème 5.4Soit f : I → R une fonction continue sur l’intervalleI et a ∈ I. On
suppose queI n’est pas ŕeduità un point. Posons, pourx ∈ I : φ(x) =

∫ x
a
f(t)dt ; alors

φ est d́erivable surI etφ′(x) = f(x) sur I.

Démonstration : prenonsx0 ∈ I eth > 0 tel quex0 + h ∈ I. On a, d’apr̀es la formule
de Chasles :

φ(x0 + h)− φ(x0)

h
− f(x0) =

1

h

(∫ x0+h

x0

f(t)dt

)
− f(x0)

si h est assez petit, on aura :f(x0) − ε ≤ f(t) ≤ f(x0) + ε pour toutt ∈ [x0, x0 + h]
(ε > 0 donńe), puisqu’on a supposéf continue. En int́egrant sur[x0, x0 + h] :

h(f(x0)− ε) ≤
∫ x0+h

x0

f(t)dt ≤ h(f(x0) + ε)

et

−ε ≤ 1

h

∫ x0+h

x0

f(t)dt− f(x0) ≤ ε

ce qui prouve queφ(x0+h)−φ(x0)
h

tend, lorsqueh > 0 tend vers źero, versf(x0).
Uneétude plus approfondie montre qu’en fait :

lim
h→ 0
h > 0

φ(x0 + h)− φ(x0)

h
= f(x0)

Ce qui donne le th́eor̀eme.
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Corollaire 5.1 Toute fonction continuef sur un intervalleI (non ŕeduit à un point)
admet une infinit́e de primitives surI ; ce sont les fonctions de la forme :

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt+ C

oùC est une constante réelle eta ∈ I fixé.

Ceténonće d́ecoule du th́eor̀eme5.4et du corollaire2.1.
Un autre corollaire est la formule de base du calcul des intégrales :

Corollaire 5.2 Si f : I → R est continue sur l’intervalleI, si a, b ∈ I et si F est
primitive def sur I, on a :∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a) = [F (x)]ba

Exemples :
1. pourα ∈ R etα 6= −1, 0 < a ≤ b :∫ b

a

xαdx =
bα+1 − aα+1

α+ 1

2.
∫ 1

0
dx

1+x2 = [arctan(x)]10 = π
4

3.
∫ 1/2

0
dx√
1−x2 = arcsin

(
1
2

)
= π

6

3.1 Int́egrales ind́efinies

Soitf une fonction continue sur l’intervalleI deR :
∫
f(x)dx désigne n’importe laquelle

des primitives def surI, expriḿee comme fonction dex. C’est une notation commode
mais ambigüe :

∫
f(x)dx n’est d́efinie qu’̀a une constante près. On convient de dire que∫

f(x)dx est une int́egrale ind́efinie.

Exemples :

1.
∫ dx√

1−x2 = arcsin(x) + C sur ]− 1,+1[

2.
∫ u′(x)

u(x)
dx = ln |u(x)| + C surI (pouru : I → R dérivableà d́erivée continue sur

I, u ne s’annulant pas surI)

3. Calcul de
∫ dx

x2+bx+c
sur I, en supposant que le trinômex2 + bx + c admet deux

racines ŕeelles distinctesα etβ (c’est-̀a-direb2 − 4ac > 0), I ne contenant niα ni
β. On a :

1

x2 + bx+ c
=

1

(x− α)(x− β)
=

1

(α− β)

(
1

(x− α)
− 1

(x− β)

)
d’où : ∫

dx
x2 + bx+ c

=
1

(α− β)
ln

∣∣∣∣x− α

x− β

∣∣∣∣+ C

surI
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Exercice : Calculer
∫

cos2(x)dx,
∫

cos3(x)dx (surR)

4 La formule d’int égration par parties

Théorème 5.5Soientf etg deux fonctions admettant chacune une dérivée continue sur
l’intervalle I deR. Alors :∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫
f ′(x)g(x)dx sur I (5.2)

et sia et b sont deux points deI :∫ b

a

f(x)g′(x)dx = [f(x)g(x)]ba −
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx sur I (5.3)

En effet,f(x)g(x) est, surI, une primitive def ′(x)g(x) + f(x)g′(x), par conśequent,
f(x)g(x) −

∫
f(x)g′(x)dx est la primitive ǵeńerale def ′(x)g(x) surI. Ce qui explique

la formule5.2.
Pour la formule5.3, onécrit :∫ b

a

f(x)g′(x)dx+

∫ b

a

f ′(x)g(x)dx =

∫ b

a

(f(x)g′(x) + f ′(x)g(x))dx

=

∫ b

a

[f(x)g(x)]′ dx

= [f(x)g(x)]ba

Exemples :

1.
∫

ln(x)dx = x ln(x) −
∫

dx = x ln(x) − x + C, sur]0,+∞[. (On a pośe f(x) =
ln(x) etg(x) = x).

2. la même ḿethode fournit
∫

arcsin(x)dx (sur ]− 1,+1[) :∫
arcsin(x)dx = x arcsin(x)−

∫
x√

1− x2
dx = x arcsin(x) +

√
1− x2 + C

3. Exercice :calculer de m̂eme :
∫

arctan(x)dx

4. primitive d’une fonction polyn̂ome exponentielle : par exemple
∫
x2exdx :∫

x2exdx =

∫
x2 (ex)′ dx = x2ex − 2

∫
xexdx

en int́egrant par parties on a :∫
xexdx =

∫
x (ex)′ dx = xex −

∫
exdx = xex − ex + C

soit finalement : ∫
x2exdx = (x2 − 2x+ 2)ex + C (surR)
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5. Exercice :calculer
∫
x2e2xdx,

∫
x3e2xdx,

∫
x cos(x)dx

6. Exercice :calculer
∫
ex cos(x)dx à l’aide de deux int́egrations par parties.

5 La formule du changement de variable

Soientf une fonction ŕeelle continue sur l’intervalleI, F une primitive def sur I, et
φ : J → I une fonction admettant une dérivée continue sur l’intervalleJ , à valeurs dans
I. On a alors la formule suivante :

Théorème 5.6 (formule du changement de variable dans les intégrales ind́efinies) Si
on posex = φ(t), ∫

f(x)dx =

∫
f(φ(t))φ′(t)dt

Cette formule signifie qu’on passe du membre de gauche (primitive quelconqueF (x)
de f(x) sur I) au membre de droite (primitive quelconque def(φ(t))φ′(t) sur J) en
remplaçantx parφ(t).

La preuve est imḿediate : d
dtF (φ(t)) = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t) sur J . Ce qui

montre queF (φ(t)) est une primitive def(φ(t))φ′(t) surJ .
En pratique, on part, par exemple de

∫
f(x)dx, on ”pose”x = φ(t) et on remplace

l’int égrale d́efiniex parφ(t), et dx parφ′(t)dt. Onécrit :

x = φ(t) , dx = φ′(t)dt

on retrouve la deuxième formule en d́erivant par rapport̀a t les deux membres de la
relationx = φ(t) : on obtientdxdt = φ′(t), d’où en multipliant par dt : dx = φ′(t)dt.
On dit que dx = φ′(t)dt est la relation qui relie dx et dt (qui sont les accroissements
infinitésimaux dex et t) si x et t sont líees par la relationx = φ(t).
Il importe de remarquer qu’on trouve la même relation entre dx et dt si on part de la
formulet = ψ(x) oùψ est la fonction ŕeciproque deφ (en supposant qu’elle existe et que
φ′ ne s’annule pas) ; on obtient en effet :

dt
dx

= ψ′(x) =
1

φ′(ψ(x))
=

1

φ′(t)
d’où φ′(t)dt = dx

Exemple : calcul deI =
∫ dx

x2+bx+c
surR, lorsque le trin̂omex2 + bx + c n’a pas de

racines ŕeelles, etb, c ∈ R (doncb2 − 4ac < 0).
On met le trin̂ome sous la forme canonique :

x2 + bx+ c =

(
x+

b

2

)2

+

(
c− b

4

)2

=

(
x+

b

2

)2

+ β2

où β =
√
c− b2

4
. D’où :

I =
dx(

x+ b
2

)2
+ β2

=
dx

β2

{(
x+ b/2
β

)2

+ 1

}
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on fait le changement de variableX = x+ b/2
β

, d’où dx = βdX et :

I =

∫
1

β

dX
1 +X2

=
1

β
arctan(X) + C =

1

β
arctan

(
x+ b/2

β

)
+ C

Pour les int́egrales d́efinies, on a la formule suivante :

Théorème 5.7Soientf : I → R une fonction continues sur l’intervalleI ⊂ R, et
φ : [α, β] → I une fonction admettant une dérivée continue sur l’intervalle[α, β]. On a
alors : ∫ φ(β)

φ(α)

f(x)dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt

Démonstration : posons pouru ∈ [α, β], G(u) =
∫ φ(u)

a
f(x)dx, c’est-̀a-direG(u) =

F (φ(u)), si on noteF (x) =
∫ x
a
f(t)dt, (x ∈ I).

CommeF ′(x) = f(x), on aG′(u) = f(φ(u))φ′(u), et par conśequent :∫ β

α

f(φ(u))φ′(u)du = [F (φ(u))]u=βu=α = (F (φ(β))− F (φ(α))) = (F (b)− F (a)) =

∫ b

a

f(x)dx

Remarques :

1. il n’est pas ńecessaire queφ envoie [α, β] sur [a, b] = [φ(α), φ(β)] (ou [b, a] si
φ(α) > φ(β)) mais il est essentiel quef soit d́efinie, continue sur un ensemble
contenant toutes les valeurs deφ.

2. En pratique, on transformera
∫ b
a
f(x)dx en posantx = φ(t), dx = φ′(t)dt mais il

ne faut pas oublier de changer aussi les bornes d’intégrations, en remplaçanta, b
parα, β.

Exemples :

1. calcul deI =
∫ 1

0
dx

(1+x2)2
. Posonsx = tan(θ), 0 ≤ θ ≤ π

4
(doncθ = arctan(x)).

D’où dθ = dx
1+x2 et :

I =

∫ π
4

0

dθ
(1 + tan2(θ))

=

∫ π
4

0

cos2(θ)dθ =

∫ π
4

0

1 + cos(2θ)

2
dθ

et finalement :

I =

[
sin(2θ)

4
+
θ

2

]π
4

0

=
π

8
+

1

4

2. changement de variablet = tan( θ/2).
Ce changement de variable est souvent utilisée dans le calcul des intégrales dont
l’int égrant est une fonction desin(θ) etcos(θ), θ désignant la variable d’intégration.
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Supposons, par exemple0 < θ < π et posonst = tan( θ/2) où θ = 2 arctan(t). On
a alors :sin(θ) = 2 sin

(
θ
2

)
cos
(
θ
2

)
= 2t cos2

(
θ
2

)
et comme1+tan2

(
θ
2

)
= 1

cos2( θ
2)

,

on obtient :

sin(θ) =
2t

1 + t2
(5.4)

De même :

cos(θ) = 2 cos2

(
θ

2

)
− 1 =

2

1 + t2
− 1 =

1− t2

1 + t2

c’est-̀a-dire :

cos(θ) =
1− t2

1 + t2
(5.5)

Enfin puisqueθ = 2 arctan(t)

dθ =
2

1 + t2
dt (5.6)

On utilise les formules5.4, 5.5, 5.6 pour effectuer le changement de variable. En
voici deux exemples :

(a) I =
∫ dθ

sin(θ)
, 0 < θ < π ; on obtient :

I =

∫
1 + t2

2t

2dt
1 + t2

=

∫
dt
t

= ln |t|+ C

et finalement : ∫
dθ

sin(θ)
= ln(tan( θ/2)) + C sur ]0, π[

(b) calcul deA =
∫ π

2

0
dθ

5+3 cos(θ)
. On trouve :

A =

∫ 1

0

1 + t2

5(1 + t2) + 3(1− t2)

2dt
1 + t2

=

∫ 1

0

2dt
8 + 2t2

=
1

4

∫ 1

0

dt

1 +
(
t
2

)2
=

1

2

[
arctan

(
t

2

)]1

0

=
1

2
arctan

(
1

2

)
3. lorsqu’apparâıt dans l’expressioǹa int́egrer

√
1− x2 (x : variable d’int́egration),

on peut essayer le changement de variablex = sin(θ). Calculons par exemple
I =

∫ 1

0

√
1− x2dx :

En posantx = sin(θ), 0 ≤ θ ≤ π
2
, on obtient :

1 =

∫ π
2

0

√
1− sin2(θ) cos(θ)dθ =

∫ π
2

0

cos2(θ)dθ =

∫ π
2

0

1 + cos(2θ)

2
dθ

=
1

4
[sin(2θ)]

π
2
0 +

1

2
[θ]

π
2
0 =

π

4
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6 Quelques applications de l’int́egrale

6.1 Calcul d’aires

À titre d’exemple, on va calculer l’aireA d’un disque planDR de rayonR, dont le centre
està l’origine des axes :DR = {(x, y);x2 + y2 ≤ R}.
En notant quex2 + y2 ≤ R⇐⇒ |y| ≤

√
R2 − x2, on voit queA = 2

∫ R
−R

√
R2 − x2dx.

On calcule alorsA à l’aide du changement de variablex = R sin(θ),−π
2
≤ θ ≤ π

2
et on

trouve
√
R2 − x2 = R cos(θ), dx = R cos(θ)dθ et :

A = 2R2

∫ π
2

−π
2

cos2(θ)dθ = 2R2

∫ π
2

−π
2

1 + cos(2θ)

2
dθ

= πR2

Exercice : calculer plus ǵeńeralement l’aire de l’ellipse :D = {(x, y); x2

a
+ y2

b
≤ 1}

(a, b étant deux nombres positifs donnés).

6.2 Longueur d’un arc de courbe

On se donne deux fonctionsX,Y : I → R admettant des d́erivées continues sur l’inter-
valle I.
NotantMt = (X(t), Y (t)), le point du planOxy, de coordonńeesX(t) et Y (t), on
obtient un point mobile qui, lorsquet varie dea à b (a, b ∈ I, a < b) parcourt un arc de
courbeγba dont on veut exprimer la longueur|γba|. La formule est la suivante :

|γba| =
∫ b

a

√
X ′(t)2 + Y ′(t)2dt

Remarques : si on interpr̀ete t comme le temps,
√
X ′(t)2 + Y ′(t)2 est la longueur

|−−→V (t)| de la vitesse
−−→
V (t) du pointMt à l’instantt, et la formule est|γba| =

∫ b
a

−−→
V (t)dt.

Lorsquet effectue une petite variation dt,Mt parcourt uńelément de courbe de longueur :
dl = |−−→V (t)|dt. La longueur|γba| est la somme des longueurs dli correspondant̀a une suite
de petites variations dti = ti+1 − ti, conduisant det0 = a à tn = b :

|γba| ≈
n∑
i=0

|V (ti)|dti ≈
∫ b

a

|V (t)|dt

ce qui explique la formule.

Exemple : arc de cercle.{
X=R cos(θ)
Y =R sin(θ)

où θ0 ≤ θ ≤ θ1

On obtient facilementl =
∫ θ1
θ0
Rdθ = R(θ1 − θ0).

Le cercle entier est de longueurl = 2πR
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6.3 Centre de gravité d’une tige rectiligne

on consid̀ere une tige rectiligneT assimiĺee à un intervalle[a, b] sur un axe
−→
Ox. On

suppose queT admet une densité de masseρ, continue sur[a, b] : cela signifie queρ est
une fonction continue positive sur[a, b] et que six est un point de[a, b], I un intervalle
contenantx, de longueur∆x, la masse de la portion de la tige contenue dansI est :

m(I) = ρ(x)∆(x)

à un infiniment petit d’ordre supérieurà 1 en∆(x), près.
On montre alors qu’on peut exprimerà l’aide deρ la masse totaleM de(T ) et l’abscisse
xG de son centre de gravité par les formules :

M =

∫ b

a

ρ(x)dx

xG =

∫ b
a
xρ(x)dx∫ b
a
ρ(x)dx

7 Extension de la notion d’int́egrale d́efinie

En premier lieu, on envisagera le cas où l’intervalle d’intégration est non borné :

Définition 5.2 • Soit une fonctionf intégrable sur tout segment[a, x], avecx > a. On
dit que l’intégrale

∫ +∞
a

f(t)dt convergeou a un senssi l’int égrale
∫ x
a
f(t)dt tend vers

une limite finieI lorsquex tend vers+∞ et on écrit :
∫ +∞
a

f(t)dt = I. Dans le cas

contraire on dit que l’int́egrale
∫ +∞
a

f(t)dt diverge.
• Soit une fonctiong intégrable sur tout segment[x, b], avecx < b. On dit, de m̂eme,
que l’intégrale

∫ b
−∞ g(t)dt convergesi l’int égrale

∫ b
y
g(t)dt tend vers une limite finieJ

lorsquey tend vers−∞ et onécrit :
∫ b
−∞ f(t)dt = J .

Exemples :
• Étude de

∫ +∞
1

dt
t5

La fonctiont 7→ 1
t5

est continue, donc intégrable, sur tout segment[1, x], avecx > 1.
On a : ∫ x

1

dt
t5

=

[
− 1

4t4

]x
1

= − 1

4x4
+

1

4∫ x
1

dt
t5
−→ 1

4
lorsquex −→ +∞. L’int égrale propośee converge et on a :∫ +∞

1

dt
t5

=
1

4

• Étude de
∫ +∞

1
dt√
t
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La fonctiont 7→ 1√
t

est continue, donc intégrable, sur tout segment[1, x], avecx > 1.
On a : ∫ x

1

dt√
t

=
[
2
√
t
]x

1
= 2

√
x− 2∫ x

1
dt√
t
−→ +∞ lorsquex −→ +∞. L’int égrale propośee diverge

Définition 5.3 Soit une fonctionf intégrable sur tout segment. On dit que l’intégrale∫ +∞
−∞ f(t)dt convergeou a un senssi chacune des intégrales

∫ +∞
a

f(t)dt et
∫ a
−∞ f(t)dt

converge, le ŕeela étant choisi arbitrairement. On pose alors :∫ +∞

−∞
f(t)dt =

∫ a

−∞
f(t)dt+

∫ +∞

a

f(t)dt

Dans tous les cas contraire, on dit que l’intégrale
∫ +∞
−∞ f(t)dt diverge.

Pour que cette d́efinition ait un sens, il faut́evidemment d́emontrer que le choix dea n’a
pas d’importance. Soitb 6= a. On a, d’apr̀es la relation de Chasles (équation5.1) :∫ x

b

f(t)dt =

∫ a

b

f(t)dt+

∫ x

a

f(t)dt

Il est alors clair que les deux intégrales
∫ +∞
b

f(t)dt et
∫ +∞
a

f(t)dt convergent ou di-
vergent ensemble ; le choix dea n’a donc pas d’importance. De plus si il y a conver-
gence : ∫ +∞

b

f(t)dt =

∫ a

b

f(t)dt+

∫ +∞

a

f(t)dt

On a de m̂eme : ∫ b

y

f(t)dt =

∫ a

y

f(t)dt+

∫ b

a

f(t)dt

et, si il y a convergence :∫ b

−∞
f(t)dt =

∫ a

−∞
f(t)dt+

∫ b

a

f(t)dt

On en d́eduit, toujours dans l’hypothèse de convergence :∫ b

−∞
f(t)dt+

∫ +∞

b

f(t)dt =

∫ a

−∞
f(t)dt+

∫ +∞

a

f(t)dt+

∫ b

a

f(t)dt+

∫ a

b

f(t)dt

=

∫ a

−∞
f(t)dt+

∫ +∞

a

f(t)dt

car
∫ b
a
f(t)dt = −

∫ a
b
f(t)dt.
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64 Extension de la notion d’intégrale d́efinie

Exemples :
• Étude de

∫ +∞
−∞

dt
1+t2

La fonctiont 7→ 1
1+t2

est continue, donc intégrable, sur tout segment. On a :∫ +∞

0

dt
1 + t2

= lim
x→+∞

∫ x

0

dt
1 + t2

= lim
x→+∞

[arctan(t)]x0 =
π

2∫ 0

−∞

dt
1 + t2

= lim
y→−∞

∫ 0

y

dt
1 + t2

= lim
y→−∞

[arctan(t)]0y =
π

2

et donc : ∫ +∞

−∞

dt
1 + t2

= π

• Étude de
∫ +∞
−∞ tdt

La fonction identit́e est continue, donc intégrable, sur tout segment. On a :∫ +∞

0

tdt = lim
x→+∞

∫ x

0

tdt = lim
x→+∞

[
t2

2

]x
0

= +∞

L’int égrale propośee diverge. Il n’est pas nécessaire de considérer
∫ 0

−∞ tdt qui, par
ailleurs, divergéegalement

On consid̀ere maintenant le cas où la fonctionà int́egrer devient infinie pour l’une des
bornes d’int́egration.

Définition 5.4 • Soit une fonctionf intégrable sur tout segment[a, x], aveca < x < b

et telle quef(t) → ∞ lorsquet → b−. On dit que l’int́egrale
∫ b
a
f(t)dt convergeou

a un senssi l’int égrale
∫ x
a
f(t)dt tend vers une limite finieI lorsquex tend versb par

valeurs inf́erieures et ońecrit :
∫ b
a
f(t)dt = I. Dans le cas contraire on dit que l’intégrale∫ b

a
f(t)dt diverge.

• Soit une fonctiong intégrable sur tout segment[y, b], aveca < y < b et telle que
g(t) → ∞ lorsque t → a+. On dit, de m̂eme, que l’int́egrale

∫ b
a
g(t)dt convergesi

l’int égrale
∫ b
y
g(t)dt tend vers une limite finieJ lorsquey tend versa à droite et on

écrit :
∫ b
a
f(t)dt = J .

Exemples :
• Étude de

∫ 4

0
dt√
t

La fonctiont 7→ 1√
t

est continue, donc intégrable, sur tout segment[x, 4], avec0 <
x < 4. On a : ∫ 4

x

dt√
t

=
[
2
√
t
]4
x

= 4− 2
√
x

lim
x→0+

∫ 4

x

dt√
t

= 4
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L’int égrale propośee converge et on a :∫ 4

0

dt√
t

= 4

• Étude de
∫ 0

−1
dt
t4

La fonctiont 7→ 1
t4

est continue, donc intégrable, sur tout segment[−1, x], avec−1 <
x < 0. On a : ∫ x

−1

dt
t4

=

[
− 1

3t3

]x
−1

= − 1

3x3
− 1

3

lim
x→0−

∫ x

−1

dt
t4

= +∞

L’int égrale propośee diverge.

Définition 5.5 Soit une fonctionf intégrable sur tout segment[x, y] aveca < x < y < b
et telle quef(t) tend vers l’infini lorsquet tend versa à droite et lorsquet tend versb à
gauche. On dit que l’int́egrale

∫ b
a
f(t)dt convergeoua un senssi chacune des intégrales∫ c

a
f(t)dt et

∫ b
c
f(t)dt converge, le ŕeelc étant choisi arbitrairement. On pose alors :∫ b

a

f(t)dt =

∫ c

a

f(t)dt+

∫ b

c

f(t)dt

Dans tous les cas contraire, on dit que l’intégrale
∫ b
a
f(t)dt diverge.

Exemple : calculer, si possible,
∫ 1

0
dt√
t(1−t)

La fonction t 7→ 1√
t(1−t)

est continue, donc intégrable, sur tout segment[x, y], avec

0 < x < y < 1.
On remarque que : 1√

t(1−t)
= 1√

t−t2 = 1√
1
4
−(t− 1

2)
2 = 2√

1−(2t−1)2
.

∫ 1/2

0

dt√
t(1− t)

=

∫ 1/2

0

dt√
1− (2t− 1)2

= lim
x→0+

[arcsin(2t− 1)]
1/2
0 = −

(
−π

2

)
∫ 1

1/2

dt√
t(1− t)

=

∫ 1

1/2

2dt√
1− (2t− 1)2

= lim
y→1−

[arcsin(2t− 1)]11/2 =
π

2

L’int égrale propośee converge et on a :∫ 1

0

dt√
t(1− t)

= π
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8 Exercices

1. Vrai ou Faux ?

(a) une fonction lińeaire admet une primitive lińeaire

(b)
∫ b
a
f ′(x)g(x)dx =

∫ b
a
f(x)g′(x)dx

(c) si g est une fonction de primitive connue, on connaı̂t une primitive deg2(x)

(d) si g est une fonction de primitive connue, on connaı̂t une primitive deg(ax+
b)

(e) la valeur moyenne def sur [a, b] est le nombre :∫ b

a

f ′(x)dx

2. on poseI =
∫ π

2

0
cos2 dx et J =

∫ π
2

0
sin2 dx calculerI et J par l’intermédiaire de

I + J et I − J .

3. Calculer la valeur moyenne de la fonctionf : t 7→ cos2(t) sur [0, π]. (Ce calcul
permet d’obtenir l’intensit́e efficace d’un courant alternatif).

4. Calculer les int́egrales de Wallis :

In =

∫ π
2

0

cosn dx

Jn =

∫ π
2

0

sinn dx

où n ∈ N
5. calculer les int́egrales :

(a)
∫ √

3√
2

0
xdx

9−4x4

(b)
∫ 1

0
xdx√
4−x2

(c)
∫ 1

0
xdx√
4−x4

(d)
∫ −1

−4/3
dx

9x2+18x+10

(e)
∫ 2

1
dx

x2+2x+1

(f)
∫ −1

0
dx

x2+2x+2

(g)
∫ π

0
dθ

5+3 cos(θ)

(h)
∫ π

12

0
dθ

1+sin(6θ)

(i)
∫ a
−a

√
a2 − x2dx

(j)
∫ 1

0

√
8− 2x2dx
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(k)
∫ π

2

0
cos5 xdx

(l)
∫ 0

−1
dx

4x2+4x+2

6. soit, dans un rep̀ere orthonorḿe, l’ellipse d’́equation :

x2

a
+
y2

b
= 1

(a) calculer l’aire limit́ee par l’ellipse ;

(b) calculer le volume de l’ellipsöıde de ŕevolution obtenu par rotation de l’el-
lipse autour de l’axex′Ox

(c) application au cas òu a = b

7. Calculer le volume du ĉone de ŕevolution de hauteurH et de rayon de baseR.
S’il s’agit d’un solide homog̀ene, d́eterminer son centre de masse et son moment
d’inertie par rapport̀a l’axe de ŕevolution.

8. On consid̀ere un ŕecipient de forme cylindrique et dont l’axe de révolution est hori-
zontal. On le remplit̀a moitíe d’un liquide de masse spécifiqueρ. Calculer la force
qui s’exerce sur l’une des faces planes du cylindre.

9. Trouver tous les polyn̂omesP (t) du second degré ent, à coefficients ŕeels, tels
que, quel que soit un polynômeQ(t) à coefficients ŕeels et de degré strictement

inférieurà 2, on ait :
∫ 2

−1
Q(t)P (t) dt

1+t2
= 0

10. Soientr ets des ŕeels positifs ou nuls. On pose :

I(r, s) =

∫ 1

0

tr(1− t)sdt

(a) calculerI(r, 0)

(b) quel ŕesultat obtient-on par le changement de variablex = 1− t?

(c) par int́egration par parties, obtenir une relation entreI(r, s+1) etI(r+1, s).

(d) calculerI(p, q) lorsquep et q sont deux entiers positifs ou nuls.

11. En utilisant la d́ecomposition eńeléments simples des fractions rationnelles, cal-
culer :

(a)
∫ 1

−1
x4+x2

x6+2x4+x2 dx

(b)
∫ 2

−1
x3+x

x6+2x4+x2 dx

(c)
∫ +∞

2
x5+x4+5x3+8x2+16

x7+8x5+16x3 dx

(d)
∫ +∞

0
dx

x2+2x+2

(e) 2
π

∫ +∞
−∞

x2dx
(1+x2)2

12. calculer, en ńegligeant la ŕesistance de l’air, la vitesse qu’il faut communiquerà un
projectile lanće verticalement pour qu’il ”́echappe”̀a l’attraction terrestre. On rap-
pelle qu’un projectile de massem est,à la distancer du ”centre” de la terre soumis
à l’attractionF = km

r2
et que, pourr ≈ 6350km, l’acćelération de la pesanteur est

g ≈ 9.8m.sec−2.
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13. On consid̀ere la suite de terme géńeralJn =
∫ 1

0
xn

√
1−x2 dx où n est un entier positif

ou nul.

(a) calculerJ0 etJ1

(b) montrer queJn =
∫ π/2

0
cosn(t)dt

(c) établir une relation de récurrence entreJn etJn−2

(d) calculerJn (n ≥ 2)

(e) montrer que la suiteJn est convergente, puis déterminer sa limitèa partir du
produitJnJn−1
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Chapitre 6

Fonction de plusieurs variables

1 Introduction

Définition 6.1 On appelle fonction nuḿerique den variables ŕeelles une applicationf
d’une partieD deRn dansR. On dit quef est d́efinie sur le domaineD.

On note :

f :

{
D → R
(x1, x2, . . . , xn) 7→ f(x1, x2, . . . , xn)

ou plus simplementf : (x1, x2, . . . , xn) 7→ f(x1, x2, . . . , xn) s’il n’y a pas d’ambigüıté
surD.
On noteégalement :

f :

{
D → R
H 7→ f(H)

oùH = (x1, x2, . . . , xn) est un ”point” deRn appartenant̀aD.

Exemple 6.1
• la fonctionf : (x, y) 7→ ax2 + bxy + cy2 où a, b et c sont des ŕeels donńes, est une

fonction nuḿerique de deux variables réelles, d́efinie surR2.
• la fonctionf : (x, y) 7→

√
R2 − (x2 + y2) est une fonction nuḿerique de deux va-

riables ŕeelles d́efinie pour tout couple(x, y) tel que(x2 + y2) ≤ R2, R étant un ŕeel
positif donńe.

• la fonctionf : (x, y) 7→ x2−y2
x2+y2

est une fonction nuḿerique de deux variables réelles
définie surD = R2 \ {(0, 0)}.

• la fonctionf : (x, y) 7→ x2
√
y−2

z−3
est une fonction nuḿerique de trois variables réelles

définie pour tout triplet(x, y, z) tel que :y ≥ 2, z 6= 3.

1.1 Repŕesentation graphique

Dans le cas particulier d’une fonction de deux variables, on peut utiliser des représentations
géoḿetriques.
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Si on choisit, par exemple, un trièdre orthonorḿe direct, un couple(x, y) de D est
repŕesent́e par un pointH du planxOy, auquel on peut associer lesM(x, y, f(x, y)).
Si D est repŕesent́e par une surface plane, alors l’ensemble des pointsM(x, y, f(x, y))
constituéegalement une surface.

Exemple 6.2 Soitf : (x, y) 7→
√
R2 − (x2 + y2). Le domaine de d́efinitionD défini par

(x2 + y2) ≤ R2 est repŕesent́e par l’ensemble des points du disque circulaire de centre
O et de rayonR.
z =

√
R2 − (x2 + y2) ⇔ (x2+y2+z2 = R2 etz ≥ 0). L’ensemble des pointsM(x, y, z)

forme une demi-sphère de centreO et de rayonR.

Dans le cas particulier d’une fonction de trois variables, il est encore possible de représenter
le domaine de d́efinitionD par un ensemble de points de l’espace réel.
Pour une fonction den variables, avecn > 3, on ne peut́evidemment plus donner de
repŕesentation globale.

1.2 Limite

La notion de limite d’une fonction de plusieurs variables s’introduit comme pour les
fonctions d’une variable. On a, par exemple, pour une fonction de deux variables (la
géńeralisation est aiśee) :

Définition 6.2 On dit quef(x, y) = f(H) tend vers une limiteL lorsque(x, y) tend
(x0, y0) ou lorsqueH(x, y) tendH(x0, y0), si :

∃ε > 0,∃α > 0 tel que (|x− x0| < α et |y − y0| < α avec(x, y) 6= (x0, y0)) ⇒ |f(H)−L| < ε

Onécrit :
lim
H→H0

f(H) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

On notera :
• que la d́efinition implique que la fonctionf est d́efinie sur un pav́e ouvert entourant
H0 (un voisinage deH0).

• que la d́efinition entrâıne l’unicité de la limite ; lorsqu’elle existe ;
• qu’on peutécrire un d́efinition équivalente :

∃ε > 0,∃β > 0 tel que||HH0|| < β avecH 6= H0 ⇒ |f(H)− L| < ε

• que les th́eor̀emes, concernant la somme, le produit, et le quotient de deux fonctions
admettant une limite lorsqueH tend versH0, s’énoncent et s’établissent comme dans
le cas des fonctions d’une variable ;

• qu’il est aiśe de d́efinir une limite infinie ainsi qu’une limite def(H) quandH s’éloigne
indéfiniment.

Exemple 6.3 Soitf : (x, y) 7→ (x+ y) sin 1
x2+y2

f n’est pas d́efinie en(0, 0) mais on alim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0. En effet(x + y) → 0 et
sin 1

x2+y2
demeure borńe.
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Exemple 6.4 Soitf : (x, y) 7→ x2
√
y−2

z−3
.

On consid̀ereH0(1, 3, 3) où f n’est pas d́efinie. On a :

lim
H→H0

f(H) = +∞ si z → z + 0

lim
H→H0

f(H) = −∞ si z → z − 0

Il convient de pŕeciser siH tend versH0 avec une ĉote suṕerieure ou une ĉote inf́erieure.

1.3 Continuit́e

La notion de continuit́e d́ecoule naturellement de la notion de limite. On aura en particu-
lier pour une fonction de deux variables :

Définition 6.3 On dit qu’une fonctionf : (x, y) 7→ f(x, y) est continue au point(x0, y0)
si :

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

Une fonction continue en tout point d’un domaine est dite continue sur ce domaine.

Théorème 6.1Si f et g sont deux fonctions continues au pointM0, il en est de m̂eme
pour des fonctionsf + g, αf (α ∈ R), f × g et sig(M0) 6= 0, f/g.

Il s’agit là d’une conśequence des théor̀emes sur les limites.

Exemple 6.5 Soit la fonctionf : (x, y) 7→ 3x− y + 1.
Cette fonction est d́efinie surR2. Elle est continue surR2, ce que l’on peut d́emontrer en
s’appuyant sur la d́efinition de la continuit́e. Quel que soit(x0, y0), on a :

∀ε > 0,∃α =
ε

4
> 0 tel que : (|x− x0| < α, |y − y0| < α et (x, y) 6= (x0, y0)) ⇒ |f(x, y)−f(x0, y0)| < ε

En effet|x− x0| < ε
4
⇒ 3|x− x0| < 3ε

4

Or |f(x, y)− f(x0, y0)| = |3(x− x0)− (y − y0)| ≤ 3|x− x0|+ |y − y0|.
Donc|x− x0| < ε

4
et |y − y0| < ε

4
⇒ |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε

2 Fonctions compośees

On peut envisager plusieurs types de composition

2.1 Fonction de fonction

Soit u une fonction de variablesx1, x2, . . . , xn. Soit f une fonction d’une variable. On
peut d́efinir la fonction :

φ : (x1, x2, . . . , xn) 7→ f (u(x1, x2, . . . , xn))

sous ŕeserve, bien entendu, queu(x1, x2, . . . , xn) appartienne au domaine de définition
def .
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Exemple 6.6 La fonctionφ : (x, y, z) 7→
√
x2 + y2 + z2 est obtenue par composition

de la fonctionu : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2 par la fonctionf : u 7→
√
u.

Théorème 6.2Si u est une fonction, de deux variables, continue au point(x0, y0) et si
f est une fonction, d’une variable, continue au point(x0, y0), la fonctionφ : (x, y) 7→
f (u(x, y)) est continue au point(x0, y0).
On ǵeńeralise aiśement au cas òu u est une fonction den variables.

En effet puisquef est continue au pointu0 = u(x0, y0), on peut trouverβ > 0 tel que :
|u− u0| < β ⇒ |f(u)− f(u0)| < ε
Mais u est continue au point(x0, y0) ; il est donc possible de choisirα > 0 tel que :
(|x− x0| < α et |y − y0| < α) ⇒ |u(x, y)−u(x0, y0)| < β. Donc il est possible d choisir
α > 0 tel que :

(|x− x0| < α et |y − y0| < α) ⇒ |u(x, y)−u(x0, y0)| < β ⇒ |f(u(x, y))−f(u(x0, y0))| < ε

Exemple 6.7 La fonctionφ : (x, y, z) 7→
√
x2 + y2 + z2 est continue dansR3

2.2 Fonction compośee

Soit φ : (u, v, w) 7→ φ(u, v, w) une fonction de 3 variables. Soientf : x 7→ u = f(x),
g : x 7→ v = g(x), h : x 7→ h(x), trois fonctions d’une variable. On peut donc définit la
fonction :

F : x 7→ φ(f(x), g(x), h(x))

sous ŕeserve que le point(f(x), g(x), h(x)) appartienne au domaine de définition deφ.
Une telle fonction est dite fonction composée def , g et h parφ. On notera queF est
fonction d’une variable. On ǵeńeralise aiśement au cas òuF est fonction den variables.

Exemple 6.8 La fonction

F : 7→ cos2 x× ex
2

x2

est une fonction composée. Elle est obtenue en composant les fonctions :x 7→ u = cos2 x,
x 7→ v = ex

2
, x 7→ w = x2 par la fonction(u, v, w) 7→ uv

w

Théorème 6.3Sif , g eth sont des fonctions, d’une variable, continues enx0 et siφ est
une fonction, de trois variables, continue au pointu0 = f(x0), v0 = g(x0), w0 = h(x0),
la fonctionF : x 7→ φ(f(x), g(x), h(x)) est continues enx0.
On ǵeńeralise aiśement au cas òu φ est une fonction den variables.

Ce th́eor̀eme se d́emontre aiśement, en utilisant le m̂eme sch́ema que pour la d́emonstration
du th́eor̀eme6.2.

Exemple 6.9 La fonction

F : 7→ cos2 x× ex
2

x2

est continue surR∗.
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2.3 Autre cas

Soient les fonctionsu : (x, y) 7→ u(x, y), v : (x, y) 7→ v(x, y), w : (x, y) 7→ w(x, y) et
soit la fonctionf : (u, v, w) 7→ f(u, v, w). On peut alors d́efinir la fonction :

F : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y), w(x, y))

sous ŕeserve que le point(u(x, y), v(x, y), w(x, y)) appartienne au domaine de définition
def .
On ǵeńeralise aiśementà la composition den fonctions dep variables par une fonction
den variables.

Exemple 6.10La fonction

F 7→ x2 − y2

x2 + y2

est obtenue en composant les fonctionsu(x, y) 7→ u = x2 − y2 et (x, y) 7→ v = x2 + y2

par la fonction(u, v) 7→ u
v

Théorème 6.4Si les fonctions, de deux variables,u, v et w sont continues au point
(x0, y0) et si la fonction de trois variables, est continue au point(u(x0, y0), v(x0, y0), w(x0, y0)),
la fonction

F : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y), w(x, y))

est continue au point(x0, y0).

Ce th́eor̀eme se d́emontre aiśement, en utilisant le m̂eme sch́ema que pour la d́emonstration
du th́eor̀eme6.2.

Exemple 6.11La fonction

F 7→ x2 + y2

x2 − y2

est continue surR2 \ {(0, 0)}

3 Dérivées partielles

Définition 6.4 Soit la fonction de deux variablesf : (x, y) 7→ f(x, y).
On appelle d́erivée partielle def , par rapport à la variablex et au point(x0, y0), le
nombre s’il existe :

f ′x(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0) = lim

h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h

On appelle de m̂eme d́erivée def , par rapport à la variabley et au point(x0, y0), le
nombre s’il existe :

f ′y(x0, y0) =
∂f

∂y
(x0, y0) = lim

k→0

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)

k
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Si en tout point d’un domaineD il existe des d́erivées partielles, les fonctions∂f
∂x

:

(x, y) 7→ ∂f
∂x

(x, y) et ∂f
∂y

: (x, y) 7→ ∂f
∂y

(x, y) sont appeĺees d́erivées partielles premières
def , par rapportà x et par rapportà y.

On ǵeńeralise aiśement cette d́efinition à une fonction den variables.
On remarque que la dérivée partielle par rapportàx, au point(x0, y0), n’est autre que la
dérivée, au pointx0, de la fonctionφ : x 7→ f(x, y0). Pour la d́erivée partielle par rapport
ày, il s’agit de la d́erivée, au pointy0, de la fonctionψ : y 7→ f(x0, y).
On en d́eduit la r̀egle pratique : pour d́eterminer une d́erivée partielle, il suffit de d́eriver
comme on en a l’habitude par rapportà la variable consid́eŕee, les autres variablesétant
consid́eŕees comme des constantes.

Exemple 6.12La fonctionf : (x, y) 7→ 5x2 − xy + 2y2 est d́efinie et continue surR2.
SurR2, elle admet pour d́erivées partielles :

∂f

∂x
: (x, y) 7→ 10x− y et

∂f

∂y
: (x, y) 7→ −x+ 4y

Exemple 6.13La fonctionf : (x, y) 7→ x2 sin y est d́efinie et continue surR2. SurR2,
elle admet pour d́erivées partielles :

∂f

∂x
: (x, y) 7→ 2x sin y et

∂f

∂y
: (x, y) 7→ x2 cos y

3.1 Dérivées partielles secondes

Les fonctions d́erivées partielles premières, d’une fonctionf de plusieurs variables, peuvent
elles-m̂emes admettre des dérivées partielles ; on les appelle dérivées partielles secondes
def .
On peutévidemment envisagerégalement des dérivées partielles d’ordre supérieur.
Pour une fonction de deux variablesf : (x, y) 7→ f(x, y), il faut a priori envisager quatre
dérivées partielles secondes :

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=
∂2f

∂x2
= f ′′x2 ,

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂x∂y
= f ′′xy

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂y∂x
= f ′′yx ,

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=
∂2f

∂y2
= f ′′y2

Exemple 6.14La fonctionf : (x, y) 7→ 5x2 − xy + 2y2admet, surR2, les d́erivées
partielles secondes :

∂2f

∂x2
(x, y) 7→ 10 ;

∂2f

∂x∂y
(x, y) 7→ −1

∂2f

∂y∂x
(x, y) 7→ −1 ;

∂2f

∂y2
(x, y) 7→ 4
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Exemple 6.15La fonctionf : (x, y) 7→ x2 sin y admet, surR2, les d́erivées partielles
secondes :

∂2f

∂x2
(x, y) 7→ 2 sin y ;

∂2f

∂x∂y
(x, y) 7→ 2x cos y

∂2f

∂y∂x
(x, y) 7→ 2x cos y ;

∂2f

∂y2
(x, y) 7→ −x2 sin y

On remarque, sur ces deux exemples que l’on a :∂2f
∂x∂y

= ∂2f
∂y∂x

Théorème 6.5Si, dans le voisinage du point(x0, y0), la fonctionf : (x, y) 7→ f(x, y)
admet des d́erivées partielles premières continues et si les dérivées partielles secondes
f ′′xy etf ′′yx existent et sont continues, on a :

f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0)

On admettra ce th́eor̀eme qui se ǵeńeralise aiśement et permet de considérer les d́erivations
successives par rapport aux variables dans un ordre quelconque.
Sous ŕeserve de la continuité des d́erivées partielles, la fonctionf : (x, y) 7→ f(x, y)

n’admet que trois d́erivées partielles secondes∂
2f
∂x2 , ∂2f

∂x∂y
et ∂

2f
∂y2

et quatre d́erivées partielles

troisièmes :∂
3f
∂x3 , ∂3f

∂x2∂y
, ∂3f
∂x∂y2

et ∂
3f
∂y3

Exemple 6.16Reprenons la fonctionf : (x, y) 7→ x2 sin y. On peut facilement v́erifier
l’ égalit́e des d́erivées partielles :

∂3f

∂x∂y∂y
: (x, y) 7→ −2x sin y

∂3f

∂y∂x∂y
: (x, y) 7→ −2x sin y

∂3f

∂y∂y∂x
: (x, y) 7→ −2x sin y

On note que ∂3f
∂x∂y2

: (x, y) 7→ −2x sin y.

Théorème 6.6Soient les fonctionsu : x 7→ u(x) et v : x 7→ v(x) dérivables enx0 ;
on poseu0 = u(x0) et v0 = v(x0). Soit la fonctionφ : (u, v) 7→ φ(u, v) admettant
au voisinage du point(u0, v0) des d́erivées partielles premières continues en(u0, v0). La
fonction compośeeF : x 7→ φ [u(x), v(x)] admet pour d́erivée enx0 :

F ′ : φ′u [u(x0), v(x0)]u
′(x0) + φ′v [u(x0), v(x0)] v

′(x0)

On consid̀ere les valeursx0 et x0 + ∆x de la variablex. À l’accroissement∆x de la
variable correspondent les accroissements :

∆u = u(x0 + ∆x)− u(x0)

∆v = v(x0 + ∆x)− v(x0)

∆F = F (x0 + ∆x)− F (x0)

bar-hen.net
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On a

F (x0 + ∆x)− F (x0) = φ [u(x0 + ∆x), v(x0 + ∆x)]− φ [u(x0), v(x0)]

= φ (u0 + ∆u, v0 + ∆v)− φ(u0, v0)

On peutécrire :

F (x0+∆x)−F (x0) = φ (u0 + ∆u, v0 + ∆v)−φ(u0, v0+∆v)+φ(u0, v0+∆v)−φ(u0, v0)

On applique le th́eor̀eme des accroissements finisà la fonction :u 7→ φ(u, v0 + ∆v), qui
est d́erivable :

φ (u0 + ∆u, v0 + ∆v)− φ(u0, v0 + ∆v) = ∆uφ′u (u0 + θ1∆u, v0 + ∆v) 0 < θ1 < 1

On applique le th́eor̀eme des accroissements finisà la fonction :v 7→ φ(u0 + ∆u, v), qui
est d́erivable :

φ (u0, v0 + ∆v)− φ(u0, v0) = ∆vφ′v (u0, v0 + θ2∆v) 0 < θ2 < 1

Il en résulte :

F (x0 + ∆x)− F (x0) = ∆uφ′u (u0 + θ1∆u, v0 + ∆v) + ∆vφ′v (u0, v0 + θ2∆v)

Et donc :

F (x0 + ∆x)− F (x0)

∆x
=

∆u

∆x
φ′u (u0 + θ1∆u, v0 + ∆v) +

∆v

∆x
φ′v (u0, v0 + θ2∆v)

Lorsqu’on fait tendre∆x vers źero, étant donńees la d́erivabilité deu et v et la conti-
nuité deφ′u et φ′v, on obtient comme limite du second membre :u′(x0)φ

′
u(u0, v0) +

v′(x0)φ
′
v(u0, v0). Il en résulte queF est d́erivable enx0 et que :

F ′(x0) = u′(x0)φ
′
u(u0, v0) + v′(x0)φ

′
v(u0, v0)

Lorsqueu et v sont d́erivables sur un intervalle[a, b] et φ′u et φ′v sont continues sur le
domaine correspondantà [a, b] on obtiendra comme fonction dérivée deF :

F ′ = u′φ′u + v′φ′v

Exemple 6.17SoitF : x 7→ u(x)
v(x)

.

On obtient :F ′ = 1
v
u′ − u

v2
v′ = vu′−uv′

v2

Exemple 6.18SoitF : x 7→ log[u(x)v(x)].
On obtient :F ′ = 1

u
u′ + 1

v
v′ = u′

u
+ v′

v

Exemple 6.19SoitF : x 7→ u(x)v(x).
On obtient :F ′ = vu′ + uv′
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Quelques remarques :

1. Le théor̀eme6.6se ǵeńeralise aiśement au cas òuφ est une fonction den variables.
si, par exemple, on aF [u(x), v(x), w(x)], on obtient :

F ′ = u′φ′u + v′φ′v + w′φ′w

c’est-̀a-dire que l’on a :

F ′(x) = u′(x)φ′u[u(x), v(x), w(x)]+v′(x)φ′v[u(x), v(x), w(x)]+w′(x)φ′w[u(x), v(x), w(x)]

2. Si on consid̀ere la composition de fonctions de plusieurs variables par une autre
fonction, le th́eor̀eme6.6s’appliqueégalement aux d́erivées partielles, sous réserve
des conditions de validité.
Soit par exempleF : (x, y) 7→ φ[u(x, y), v(x, y)], on aura :

F :

{
∂F
∂x

= φ′u
∂u
∂x

+ φ′v
∂u
∂x

∂F
∂y

= φ′u
∂u
∂y

+ φ′v
∂u
∂y

si les fonctionsu etv admettent des d́erivées partielles en(x, y) et siφ admet des d́erivées
partielles au voisinage de(u(x, y), v(x, y)) continues en ce point.

Exemple 6.20La fonctionF : x 7→ cos2 xex2

x2 admet pour d́erivées, surR∗ :

F ′ : x 7→ ex
2

x2
(−2 cos x sin x) +

cos2 x

x2

(
2xex

2
)
− cos2 xex

2

x4
2x

Exemple 6.21La fonctionF : (x, y) 7→ x2−y2
x2+y2

admet pour d́erivées partielles, surR∗ :

F :

{
∂F
∂x

(x, y) 7→ 1
x2+y2

2x− x2−y2
(x2+y2)2

2x = 4xy2

(x2+y2)2

∂F
∂y

(x, y) 7→ 1
x2+y2

(−2y)− x2−y2
(x2+y2)2

2y = −4x2y
(x2+y2)2
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4 Exercices

1. Déterminer les domaines de définition des fonctionsf etg définies par :
• f(x, y) =

√
25− x2 − y2

• g(x, y) = x√
x2−y2

si x2 − y2 6= 0, etg(0, 0) = 0

2. On d́esigne par :
• f la fonctionà valeurs ŕeelles d́efinie surR2 par :

f(x, y) =

{
1
y

si 0 ≤ x < y

0 ailleurs

• g la fonction ŕeelle d́efinie surR par :

g(y) =

{
ye−y si y ≥ 0
0 si y < 0

• h la fonction ŕeelle d́efinie surR2 par :

h(x, y) = g(y)f(x, y)

(a) Définir D l’ensemble deR2 sur lequel la fonctionh prend des valeurs non
nulles et donner une représentation ǵeoḿetrique de cet ensemble.

(b) Calculer l’int́egralef(x) =
∫ +∞

0
h(x, y)dy. (on prendra soin d’utiliser la

question pŕećedente).

(c) Donner, en fonction dex ety, l’expression explicite de :

h(x, y) =

{
h(x,y)
f(x)

si x ≥ 0

0 si x < 0

Pour quelles valeurs des variablesx ety cette quantit́e est-elle non nulle ?

(d) Calculer l’int́egrale suivante d́ependant du param̀etrea :

Q(a, x) =

∫ +∞

0

(y − a)2h(x, y)dy

(e) Donner en fonction dex la valeura0 du param̀etre a qui rend minimum
l’int égraleQ(a, x).

3. Déterminer et représenter graphiquement le domaine de définition des fonctionsf
etg définies par :
• f(x, y) = log[(16x2 − y2)(x2 + y2 − 4)]
• g(x, y) =

√
6− (2x+ 3y)

4. Déterminer si les fonction suivantes ont une limite(x, y) 7→ (0, 0) :
• f : (x, y) 7→ x2−y2

x2+y2

• g : (x, y) 7→ |x+y|
x2+y2
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• h : (x, y) 7→ x3y3

x2+y2

Ces fonctions, complét́ees par :(0, 0) 7→ 0, sont-elles continues̀a l’origine ?

5. Peut-on rendre continuesà l’origine, en les d́efinissant en ce point, les fonctions
définies par :
• f(x, y) = sin(x+y)

x+y

• g(x, y) = xy
x2+y2

6. Déterminer et représenter graphiquement le domaine de définition de la fonction :

f : (x, y) 7→ sin x− sin y

x− y

Trouver une fonctiong qui prenne la m̂eme valeur quef partout òu celle-ci est
définie et qui soit continue dans tout le plan.

7. Montrer que la fonction(x, y) 7→ x+y
x2+y2

admet une limite lorsque le pointM(x, y)
s’éloigneà l’infini.

8. La fonction f , définie parf(x, y) = ex−y a-t-elle une limite lorsque le point
M(x, y) s’éloigneà l’infini.

9. Soit la fonctionf :

f :

{
(x, y) 7→ x2 + 2y , si (x, y) 6= (1, 2)
(x, y) 7→ 0 , si (x, y) = (1, 2)

Cette fonction est-elle continue au point(1, 2) ?

10. Calculer les d́erivées partielles des fonction suivantes :
• f1(x, y) 7→ 2x2 − 3xy + 4y2

• f2(x, y) 7→ x2

y
+ y2

x

• f3(x, y) 7→ sin(2x− 3y)
• f4(x, y) 7→ ex

2+xy

11. Calculer les d́erivées partielles secondes des fonction suivantes :
• f1(x, y) 7→ x2 + 3xy + y2

• f2(x, y) 7→ x cos y − y cosx
• f3(x, y) 7→ xy
• f4(x, y) 7→ log(xy)
• f5(x, y) 7→ arctan y

x

• f6(x, y) 7→ log 1√
x2+y2

12. On consid̀ere la fonctionf :

f :

{
(x, y) 7→ 2xy

x2+y2
, si (x, y) 6= (0, 0)

(x, y) 7→ 0 , si (x, y) = (0, 0)

Montrer que les d́erivées partiellesf ′x(0, 0) etf ′y(0, 0) existent. La fonction est-elle
continue au point(0, 0) ?
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13. Montrer que la fonction d́efinie parU(x, y, z) = (x2+y2+y2)−
1/2 vérifie l’équation

aux d́erivées partielles de Laplace :

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
= 0

14. Soit la fonctionf : (x, y, z) 7→ e−
x/y + e−

y/z + e−
z/x. Déterminer le domaine de

définition deD de f ; la fonction est-elle continue enD ? Calculer les d́erivées
partielles, premìeres et secondes, def .

15. Soit la fonctionf : (x, y) 7→ x2 + y2. Calculer, en appliquant le théor̀eme6.6, la
dérivée deF : t 7→ f(a cos t, b sin t).

16. Soit la fonctionF : r 7→ F (r). On poser =
√
x2 + y2 + z2, ce qui permet de

définir la fonctionf : (x, y, z) 7→ f(
√
x2 + y2 + z2). Calculer∂

2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
+ ∂2f

∂z2
.

DéterminerF pour que l’on ait :∂
2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
+ ∂2f

∂z2
= 0.
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Annexe A

Int égrales multiples

1 Int égrale double

1.1 Notion d’int́egrale double

Soit une fonctionf : (x, y) 7→ z = f(x, y), définie sur un domaineD fermé et suppośee
nulle à l’extérieur deD.
L’espacéetant muni d’un rep̀ere orthorḿe direct(O,

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), lorsque le pointH(x, y)

se d́eplace dansD, le pointM(x, y, z) décrit une surfaceS.
On d́esigne para et b les bornes inf́erieures et suṕerieures des abcisses d’un point de
contour deD et parc etd les bornes inf́erieures et suṕerieures des ordonnées d’un point
de ce m̂eme contour.
On partage[a, b] par les valeursx0 = a < x1 < x2 < . . . < xi < . . . < xm = b
et [c, d] par les valeursy0 = c < y1 < y2 < . . . < yj < . . . < ym = d
ce qui permet de d́efinir un ensemble demn rectangles recouvrantD.
Soit Eij le rectangle[xi−1, xi] × [yj−1, yj], de dimensions∆xi = xi − xi−1 et ∆yj =
yj − yj−1.
On choisit arbitrairement dansEij un pointHij.
On consid̀ere la somme

∑n
i=1

∑m
j=1 f(Hij)∆xi∆yj.

Si cette somme tend vers une limiteI, lorsquem etn tendent vers l’infini de manièreà
ce quesup ∆xi et sup ∆yj tendent vers źero, ind́ependamment de la façon dont on fait
les partages et dont on choisit les pointsHij, on dit quef est int́egrable surD, queI est
l’int égrale def surd et on pose :

I =

∫ ∫
D

f(x, y)dxdy

On peut d́emontrer en particulier que sif est continue surD, l’int égrale existe toujours.

1.2 Calcul d’une int́egrale double

Le calcul d’une int́egrale double se ram̀ene au calcul de deux intégrales d́efinies.
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82 Int égrale double

Limitons-nous, dans un premier temps, au cas où les parall̀eles aux axes qui coupent le
contour de domaineD ont en commun avecD un segment.
On peut choisir des pointsHij d’abcisseξi, constante pour tous les rectangles d’une
ranǵee parall̀ele àOy et d’ordonńeeηj, constante pour tous les rectangles d’une rangée
parall̀eleàOx.
On obtient alors la somme double :

n∑
i=1

m∑
j=1

f(ξi, ηj)∆xi∆yj

que l’on peut́ecrire :∑n
i=1 ∆xi

(∑m
j=1 f(ξi, ηj)∆yj

)
Or lorsquen→ +∞ avecsup ∆yj → 0, il est clair que :

lim
m∑
j=1

f(ξi, ηj)∆yj =

∫ φ2(ξi)

φ1(ξi)

f(ξi, y)dy = F (ξi)

et lorsquen→ +∞ avecsup ∆xi → 0, on obtient :

lim
n∑
j=1

F (ξi)∆xi =

∫ b

a

F (x)dx

Finalement : ∫ ∫
D

dxdy =

∫ b

a

dx
∫ φ2(ξi)

φ1(ξi)

f(x, y)dy

Cetteécriture signifie que,x étant fix́e, on int̀egre d’abord par rapportày ; la fonctionφ2

admet pour graphe la partie supérieure du contour deD, la fonctionφ1 la partie inf́erieure.
On obtient alors une fonction dex qu’il resteà int́egrer dea à b.
En inversant l’ordre de la mise en facteurs, on obtiendraitégalement :∫ ∫

D

dxdy =

∫ d

c

dy
∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y)dx

Exemple A.1
∫ ∫

D
(x + y2)dxdy oùD est d́efini par{x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1}. Il est

facile de repŕesenter le domaine (premier quadrant en dessous de la droitey = 1− x)
• Premier calcul :

I =

∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

(x+ y2)dy =

∫ 1

0

dx

[
xy +

y3

3

]1−x

0

=

∫ 1

0

1

3
(1− x3)dx =

1

3

[
x− x4

4

]1

0

=
1

4
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• Deuxìeme calcul :

I =

∫ 1

0

dy
∫ 1−y

0

(x+ y2)dx =

∫ 1

0

dy

[
x2

2
+ xy2

]1−y

0

=

∫ 1

0

(
−y3 +

3

2
y2 − y +

1

2

)
dy

=

[
−y

4

4
+
y3

2
− y2

2
+
y

2

]1

0

=
1

4

1.3 Propríet́es

1. L’int égrale double se calculant par deux intégrales simples successives, il résulte de
la linéarit́e d’une int́egrale d́efinie que l’int́egrale double est une expression linéaire
de la fonctioǹa int́egrer, lorsque le domaine d’intégration est fix́e :∫ ∫

D

[g(x, y) + h(x, y)]dxdy =

∫ ∫
D

g(x, y)dxdy +

∫ ∫
D

h(x, y)dxdy∫ ∫
D

λf(x, y)dxdy = λ

∫ ∫
D

f(x, y)dxdy , λ ∈ R

2. On peut montreŕegalement que si le domaineD est la ŕeunion de deux domaines
disjointsD1 etD2, on a :∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
D1

f(x, y)dxdy +

∫ ∫
D2

f(x, y)dxdy

Cette propríet́e permet d’́etendre la notion d’int́egrale doublèa des domaines de
forme ǵeńerale.

1.4 Cas particuliers

1. Le domaine d’int́egration est un rectangle.
On a alors : ∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx
∫ d

c

f(x, y)dy

Les bornes de la première int́egrale ne sont pas fonction dex.

2. Le domaine d’int́egration est un rectangle etf(x, y) = g(x)f(y).
Dans ce cas :∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx
∫ d

c

g(x)f(y)dy

=

[∫ b

a

g(x)dx

] [∫ d

c

f(y)dy

]
L’int égrale double est alors le produit de deux intégrales simples.
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84 Int égrale double

Exemple A.2
∫ ∫

D
xydxdy oùD est d́efini par :0 ≤ x ≤ 1 et0 ≤ y ≤ 2.

On a : I =
∫ 1

0
xdx

∫ 2

0
ydy =

[
x2

2

]1
0

[
y2

2

]2
0

= 1

1.5 Calcul de volumes et de surfaces

Si f(x, y) est positif ou nul en tout point du domaineD, le produitf(Hij)∆xi∆yj est
égal au volume d’un parallélépip̀ede rectangle de surface de base∆xi∆yj et de hauteur
f(Hij). En sommant suri et surj, on obtient un volume qui,̀a la limite, estégal au
volumeV de la portion de cylindre, de géńeratrices parallèlesàOz, limité par la baseD
et par la surfaceS. On posera donc :

V =

∫ ∫
D

f(x, y)dxdy

Par contre, sif(x, y) n’est pas forćement positif ou nul, on parlera de volume algébrique.
Les portions sitúees en dessous du planxOy étant compt́ees ńegativement (voir pro-
priét́e2).
Si on consid̀ere maintenant la fonctionf : (x, y) 7→ 1, définie sur un domaineD, il est
clair que l’int́egrale

∫ ∫
D

dxdy donne le volume d’un cylindre de baseD et de hauteur 1.
Le nombre obtenu est doncégalement l’aire de la surfaceD. On posera donc :

S =

∫ ∫
D

dxdy

Exemple A.3 (Volume d’une sph̀ere). Une sph̀ere de centreO et de rayonR admet pour
équation, par rapport̀a un rep̀ere orthonorḿe d’origineO : x2 + y2 + z2 = R2

La demi-sph̀ereS située au-dessus du planxOy a pouréquation :

x2 + y2 + z2 = R2 et z ≥ 0 ⇔ z =
√
R2 − x2 − y2

C’est donc le graphe de la fonctionf : (x, y) 7→
√
R2 − x2 − y2 définie sur le domaine

D : x2 + y2 ≤ R2.
Le volume limit́e par la demi-sph̀ereS et le planxOy est donc :

I =

∫ ∫
D

√
R2 − x2 − y2dxdy

=

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

√
R2 − x2 − y2dy surD, pourx fixé,−

√
R2 − x2 ≤ y ≤

√
R2 − x2

=

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

√
R2 − x2

√
1− y2

R2 − x2
dy

On pose :

t = arcsin
y√

R2 − x2
⇔ y√

R2 − x2
= sin t et − π

2
≤ t ≤ π

2

⇒ dy =
√
R2 − x2 cos tdt√

1− sin2 t = | cos t| = cos t (≥ 0 si−π
2
≤ t ≤ π

2
)
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Finalement :

I =

∫ R

−R
(R2 − x2)dx

∫ π
2

−π
2

cos2 tdt =

∫ R

−R
(R2 − x2)dx

π

2
=
π

2

[
R2x− x3

3

]R
−R

=
2

3
πR3

D’où le volume de la sph̀ere

V = 2I =
4

3
πR3

Exemple A.4 (Aire du cercle) Soit un cercle de centreO et de rayonR. On a :

S =

∫ ∫
D

dxdy =

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

dy

= 2

∫ R

−R

√
R2 − x2dx

= 2R

∫ R

−R

√
1− x2

R2
dx

On pose

u = arcsin
x

R
⇔ x

R
= sinu et − π

2
≤ u ≤ π

2
⇒ dx = R cosudu√

1− sin2 u = | cosu| = cosu

On obtient

S = 2R2

∫ π
2

−π
2

cos2 udu = 2R2

∫ π
2

−π
2

1 + cos 2u

2
du = 2R2

[
u

2
+

sin 2u

4

]π
2

−π
2

= 2R2π

2
= πR2

1.6 Changement de variables

Soit l’intégrale double
∫ ∫

D
f(x, y)dxdy.

Pour faciliter les calculs, il est souvent commode de changer de variables. Sans aller
jusqu’̀a la justification, relativement compliquée, du proćed́e, il convient cependant d’en
connâıtre les r̀egles.
Le changement de variables, dans un intégrale double, consistèa passer d’un couple
(x, y) à un autre couple(u, v) par l’intermédiaire d’une application(x, y) 7→ (u, v).
Lorsque le pointH(x, y) décrit le domaineD, son imageK(u, v) va d́ecrire un nouveau
domaine∆.
L’application doit donĉetre bijective.
Consid́erons maintenant les fonctionsφ etψ définies par :x = φ(u, v) et y = ψ(u, v),
les formules de changement de variables.
On appelle d́eterminant fonctionnel ou Jacobien des fonctionsφ etψ le déterminant :

D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ x′u x′v
y′u y′v

∣∣∣∣ = x′uy
′
v − x′vy

′
u
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86 Int égrale double

Sous ŕeserve de la continuité des fonctionsφ etψ et de leurs d́erivées partielles sur∆, on
a : ∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
∆

f (φ(u, v), ψ(u, v))

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv

Application : utilisation des coordonnées polaires

À tout pointM du plan muni du rep̀ere orthonorḿe (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), on associe ses coor-

donńees cart́esiennesx ety qui sont telles que :
−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j .

On peutégalement lui associer ses coordonnées polairesr et θ : si −→u est le vecteur
unitaire parall̀ele et de m̂eme sens que

−−→
OM , on a :

−−→
OM = r−→u (r ≥ 0) , θ = (

−̂→
i ,−→u )(0 ≤ θ < 2π)

Dans ces conditions, il est clair que se donner(x, y), c’est se donner (r, θ) et ŕeciproquement ;
l’application(x, y) 7→ (r, θ) est bijective.
On a :x = r cos θ ety = r sin θ

D(x, y)

D(r, θ)
=

∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r cos2 θ + r sin2 θ = r

r ≥ 0 ⇒
∣∣∣∣D(x, y)

D(r, θ)

∣∣∣∣ = r

et on peut́ecrire :∫ ∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
∆

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

Exemple A.5 On avaità calculer :I =
∫ ∫

D

√
R2 − x2 − y2dxdy

On passe en coordonnées polaires. On obtient :∫ ∫
∆

√
R2 − r2rdrdθ où ∆ est d́efini par :0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ < 2π.

D’où

I =

∫ 2π

0

dθ
∫ R

0

√
R2 − r2rdr cas particulier2 du paragraphe1.4

= 2π

[
−1

3
(R2 − r2)

3/2
]R

0

=
2

3
πR3

et donc

V =
4

3
πR3

Exemple A.6
∫ ∫

D
x2 + y2dxdy oùD est d́efini parx ≥ 0, y ≥ 0 etx2 + y2 ≤ 2.

Dans un plan muni d’un rep̀ere orthonorḿe (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), le domaineD est repŕesent́e

par le quart de cercle, de centreO et de rayon
√

2, sitúe dans le premier quadrant. On
passe en coordonnées polaires et on obtient :
I =

∫ ∫
∆
r3drdθ où ∆ est d́efini par :0 ≤ r ≤

√
2, 0 ≤ θ < π

2
.

D’où

I =

∫ π
2

0

dθ
∫ √

2

0

r3dr = [θ]
π
2
0

[
r4

4

]√2

0

=
π

2
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2 Int égrale triple

2.1 Notion d’int́egrale triple

Soit une fonctionf : (x, y, z) 7→ t = f(x, y, z), définie sur un domaineD fermé et
suppośee nulleà l’extérieur deD.
L’espaceétant muni d’un rep̀ere orthorḿe direct(O,

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), D peutêtre repŕesent́e

par l’ensemble des points d’un volume limité par une surface ferḿeeS.
On d́esigne para et b, c etd, e etf les bornes inf́erieures et suṕerieures des abcisses, des
ordonńees et des ĉotes des point deS.
On partage[a, b] par les valeursx0 = a < x1 < x2 < . . . < xi < . . . < xm = b
[c, d] par les valeursy0 = c < y1 < y2 < . . . < yj < . . . < ym = d
et [e, f ] par les valeursz0 = e < z1 < z2 < . . . < zk < . . . < zp = f
et on quadrille l’espace par des plans d’abcissesx0, x1, . . . , xm des plans d’ordonńee
y0, y1, . . . , yn et des plans de côtez0, z1, . . . , zp, ce qui permet de d́efinir un ensemble de
mnp paralĺelépip̀edes rectangles recouvrantD.
On d́esigne parEijk le paralĺelépip̀ede rectangle

[xi−1, xi]× [yj−1, yj]× [zk−1, yk]

de dimensions∆xi = xi − xi−1, ∆yj = yj − yj−1 et∆zk = zk − zk−1.
On choisit arbitrairement dans chaque parallélépip̀edeEijk un pointMijk.
Soit maintenant la somme :

m∑
i=1

n∑
j=1

p∑
k=1

f(Mijk)∆xi∆yj∆zk

Si cette somme tend vers une limiteI, lorsquem, n et p tendent vers l’infini de manière
à ce quesup ∆xi, sup ∆yj et sup ∆zk tendent vers źero, ind́ependamment de la façon
dont on fait les partages et du pointMijk, on dit quef est int́egrable surD, queI est
l’int égrale triple def surD et on pose :∫ ∫ ∫

D

f(x, y, z)dxdydz

On peut d́emontrer, en particulier, que, sif est continue surD, l’int égrale existe.

2.2 Calcul d’une int́egrale triple

Le calcul d’une int́egrale triple se ram̀ene au calcul d’une intégrale double et d’une
intégrale simple donc, finalement, au calcul de trois intégrales simples successives.
On peut choisirMijk = (ξi, ηj, ζk) ; ceci revientà choisir m̂eme abcisse pour tous les
points de premier indicei, même ordonńee pour tous les points de deuxième indicej
et même ĉote pour tous les points de troisième indicek. On peut alorśecrire la somme
triple :

m∑
i=1

n∑
j=1

p∑
k=1

f(ξi, ηj, ζk)∆xi∆yj∆zk =

p∑
k=1

∆zk

m∑
i=1

n∑
j=1

f(ξi, ηj, ζk)∆xi∆yj

bar-hen.net



88 Int égrale triple

À la limite, la somme double est l’intégrale double def(x, y, ζk) par rapport̀a x et y,
ζk étant fix́e, sur un domaineD(ζk) obtenu par l’intersection deD par le plan de ĉoté
z = ζk.
Cette int́egrale double est́evidemment fonction deζk. Il ne reste plus qu’à sommer surk
ce qui,à la limite est une int́egrale simple surz. Onécrira donc successivement :∫ ∫ ∫

D

f(x, y, z)dxdydz =

∫ f

e

dz
∫ ∫

D(z)

f(x, y, z)dxdy∫ ∫ ∫
D

f(x, y, z)dxdydz =

∫ f

e

dz
∫ φ2(z)

φ1(z)

dy
∫ ψ2(y,z)

ψ1(y,z)

f(x, y, z)dx

Cette notation signifie quex et y étant fix́ees, on int̀egre d’abord par rapport̀a x ; les
bornes de cette première int́egrale d́ependant en ǵeńeral de(y, z). On int̀egre ensuite par
rapportà y, z étant fix́e ; les bornes de cette deuxième int́egrale d́ependant en ǵeńeral de
z. Enfin on int̀egre par rapport̀a z.
Bien entendu l’ordre d’int́egration choisi ici est arbitraire ; on pourrait commencerà
intégrer d’abord par rapport̀a z, x et y étant fix́es, puis par rapport̀a x, y étant fix́e,
enfin par rapport̀ay.

Exemple A.7
∫ ∫ ∫

D
xyzdxdydz oùD est d́efini par :x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x

2

a2 + y2

b2
+

z2

c2
≤ 1 (a > 0, b > 0, c > 0).

Le domaineD peut iciêtre repŕesent́e par un huitìeme d’ellipsöıde. On a

I =

∫ a

0

xdx
∫ b

√
1−x2

a2

0

ydy
∫ c

√
1−x2

a2−
y2

b2

0

zdz

=

∫ a

0

xdx
∫ b

√
1−x2

a2

0

ydy

[
c2

2

(
1− x2

a2
− y2

b2

)]

=
c2

2

∫ a

0

xdx

[
y2

2
− x2

a2

y2

2
− y4

4b2

]b√1−x2

a2

0

=
c2

2

b2

2

∫ a

0

[(
1− x2

a2

)
x−

(
1− x2

a2

)
x3

a2
−
(

1− x2

a2

)2
x

2

]
dx

=
b2c2

2

(
a2

2
− a2

4
− a2

4
+
a2

6
− a2

4
+
a2

4
− a2

12

)
=

a2b2c2

48

Le produit∆xi∆yj∆zk estégal au volume du parallélépip̀ede rectangleEijk.
Soit maintenant la fonction :

g :

{
(x, y, z) 7→ 1 surD
(x, y, z) 7→ 0 ailleurs

Il est clair qu’en multipliant∆xi∆yj∆zk parg(Mijk) et en sommant suri, j etk, on ob-
tient un volume qui,̀a la limite, est́egal au volume de la portion de l’espace représentant
D.
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2.3 Changement de variables

Soient les formules de changement de variables :

x = φ(u, v, w) , y = ψ(u, v, w) et z = χ(u, v, w)

définissant une correspondance bijective entre l’ensembleD des points(x, y, z) et l’en-
semble∆ des points(u, v, w). On admettra que, sous réserve de la continuité des fonc-
tionsφ, ψ etχ et de leurs d́erivées partielles :∫ ∫ ∫

D

f(x, y, z)dxdydz =

∫ ∫ ∫
∆

f (φ(u, v, w), ψ(u, v, w), χ(u, v, w))

∣∣∣∣D(x, y, z)

D(u, v, w)

∣∣∣∣ dudvdw

où D(x,y,z)
D(u,v,w)

est le Jacobien des fonctionsφ, ψ etχ défini par le d́eterminant :

D(x, y, z)

D(u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣
2.4 Ǵeńeralisation

On peut envisager des intégralesn-uples de fonctions den variables. Le support géoḿetrique
fera évidemment totalement défaut d̀es quen > 3, ce qui n’est pas ńecessairement
gênant.
En fait le processus de calcul sera le même que pour les intégrales doubles et triples.

3 Rappels de ḿecanique

L’espace est muni d’un repère orthonorḿeOxyz
Pour un ensemble de points isolésAi(xi, yi, zi) affect́es d’une massemi, de masse totale
M =

∑
imi, on d́efinit :

le centre de masseG(X,Y, Z) par la relation vectorielle
∑

imi
−−→
GAi =

−→
O . On en d́eduit

M
−→
OG =

∑
imi

−−→
OAi, d’où les coordonńees deG :

X =
1

M

∑
i

mixi , Y =
1

M

∑
i

miyi ,X =
1

M

∑
i

mizi

le moment d’inertie par rapport̀a un point,̀a un axe, oùa un plan :

I =
∑
i

mid
2
i

où di est la distance du pointAi au point,à l’axe, ou au plan par rapport auquel le
moment d’inertie est calculé.
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Pour une tige porté par l’axeOx, de masse spécifique (lińeaire)ρ(x), (a, b) étant l’en-
semble des abcisses des points de la tige, on obtient :

M =

∫ b

a

ρ(x)dx ,X =
1

M

∫ b

a

xρ(x)dx , (Y = Z = 0)

I =

∫ b

a

d2(x)ρ(x)dx

où d(x) est la distance du pointA(x) de la tige,à l’élément par rapport auquelI est
calcuĺe.

Pour un plaque plane situé sur le planxOy, de masse spécifique (superficielle)ρ(x, y),
D étant l’ensemble des couples(x, y) assocíes aux points de la plaque, on obtient :

M =

∫ ∫
D

ρ(x, y)dxdy

X =
1

M

∫ ∫
D

xρ(x, y)dxdy

Y =
1

M

∫ ∫
D

yρ(x, y)dxdy , (Z = 0)

I =

∫ ∫
D

d2(x, y)ρ(x, y)dxdy

où d(x, y) est la distance du pointA(x, y) de la plaque,̀a l’élément par rapport auquelI
est calcuĺe.

Pour un solide,̀a 3 dimensions, de masse spécifiqueρ(x, y, z), ∆ étant l’ensemble des
triplets(x, y, z) définissant les points du solide, on a :

M =

∫ ∫ ∫
∆

ρ(x, y, z)dxdydz ,X =
1

M

∫ ∫
D

xρ(x, y, z)dxdydz

Y =
1

M

∫ ∫
D

yρ(x, y, z)dxdydz , Z =
1

M

∫ ∫
D

zρ(x, y, z)dxdydz

I =

∫ ∫
D

d2(x, y, z)ρ(x, y, z)dxdydz

où d(x, y, z) est la distance du pointA(x, y, z) du solide,à l’élément par rapport auquel
I est calcuĺe.
Si le solide est homog̀ene, la masse spécifique est constante.
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4 Exercices

1. Calculer
∫ ∫

D
xydxdy, oùD est d́efini par{x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ 1− 2x}

2. Calculer, par deux ḿethodes diff́erentes :
∫ ∫

D1
xydxdy, oùD1 est d́efini par{x ≥

0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ R2} Calculer
∫ ∫

D2
xydxdy, oùD2 est d́efini par{x ≥ 0, y ≥

0, x2 + y2 ≤ R2, x+ y ≥ R > 0}
3. Calculer

∫ ∫
D
x sin(x+ y)dxdy, oùD est d́efini par{0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π

2
}

4. Calculer
∫ +∞

0

∫ +∞
0

1
(x2+y2+a2)2

dxdy

5. Calculer l’aire plane limit́ee par les courbes d’équations, dans un repère ortho-
norméy = x2 ety = 2− x2

6. L’espace est muni d’un repère orthonorḿeOxyz. Calculer le moment d’inertie, par
rapportà l’axeOz, d’une plaque homog̀ene sitúe dans le planxOy et limitée par
les courbes d’́equations :y2 = 4x, x = 0, y = 2.

7. Déterminer le centre de masse d’une plaque semi-circulaire homogène, de centre
O et de rayonR.

8. Calculer
∫ ∫

D
1

(x+y)2
dxdy oùD est d́efini par{x ≥ 1, y ≥ 1, x+ y ≤ 3}

9. Calculer
∫ ∫

D
xy

x2+y2
dxdy oùD est le triangle de sommets :O(0, 0),A(a, a),B(a, 0)

aveca > 0, les trois pointśetant reṕeŕes par rapport̀a un syst̀eme orthonorḿexOy.

10. Calculer
∫ ∫

D
1

x+y
dxdy oùD est d́efini par{0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≥ 1}

11. Calculer
∫ ∫ ∫

D
z2dxdydz oùD est d́efini par{x2 + y2 + z2 ≤ R2}

12. Calculer
∫ ∫ ∫

V
zdxdydz où V est d́efini par{x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y+ z ≤ a}

13. Calculer
∫ ∫ ∫

V
zd(x+y+z)dydz oùV est d́efini par{−h ≤ z ≤ h, x2+y2 ≤ R2}

14. Calculer le volume, la masse, le moment d’inertie par rapportà son axe de révolution,
d’un cône de ŕevolution homog̀ene, de hauteurH et de rayon de baseR. Déterminer
son centre de masse.

15. Calculer
∫ ∫

R2 e
− 1

2
(x2+y2)dxdy. En d́eduire

∫ +∞
−∞

1√
2π
e−

x2/2dx.

16. Calculer la surface d’un cercle de rayonR.

17. Calculer le volume d’une sphère de rayonR.

18. Calculer l’aire plane limit́ee par les courbes d’équation :y2 = 4x et y = 2x − 4,
dans un rep̀ere orthonorḿe.

19. Calculer l’aire et d́eterminer le centre de masse d’une plaque plane homogène li-
mitée par une courbe d’équation polaire :

(a) r2 = a2 cos 2θ avec−π
4
≤ θ ≤ π

4

(b) r = a cos θ avec−π
2
≤ θ ≤ π

2

20. L’espace est muni d’un repère orthonorḿe. Calculer le volume et déterminer le
centre de masse d’un solide homogène limit́e par la surface d’équationx2+y2+z =
9 et le planz = 0.
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21. Calculer le volume et d́eterminer le centre de masse du solide homogène limit́e par
les plans d’́equations :x = 0, y = 0, z = 0, x

a
+ y

b
+ z

c
= 1, (a, b, c ∈ R∗

+)

22. Calculer le moment d’inertie par rapportà une de ses arêtes d’une plaque rectan-
gulaire homog̀ene.
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5 Solutions

1. On a :

I =

∫ ∫
D

xydxdy =

∫ 1/2

0

xdx
∫ 1−2x

0

ydy

=

∫ 1/2

0

xdx

[
y2

2

]1−2x

0

=
1

2

∫ 1/2

0

(x− 4x2 + 4x3)dx

=
1

2

[
x2

2
− 4x3

3
+ x4

] 1
2

0

=
1

2

(
1

8
− 4

24
+

1

16

)
=

1

96

2. Soit I1 =
∫ ∫

D1
xydxdy.

(a) on a

I1 =

∫ R

0

xdx
∫ √

R2−x2

0

ydy

=

∫ R

0

xdx

[
y2

2

]√R2−x2

0

=
1

2

∫ R

0

(R2x− x3)dx =
1

2

[
R2x

2

2
− x4

4

]R
0

=
R4

8

(b) On peutégalement́ecrire, en passant en coordonnées polaires :

I1 =

∫ ∫
∆1

r2 cos θ sin θrdrdθ où ∆1 est d́efini par{0 ≤ θ ≤ π
2
, 0 ≤ r ≤ R}

=

∫ π/2

0

cos θ sin θdθ
∫ R

0

r3dr

=

[
sin2 θ

2

]π
2

0

[
r4

4

]R
0

=
R4

8

Soit maintenantI2 =
∫ ∫

D2
xydxdy. On a :

I2 =

∫ R

0

xdx
∫ √

R2−x2

R−x
ydy
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=

∫ R

0

xdx

[
y2

2

]√R2−x2

R−x

=
1

2

∫ R

0

(R2 − x2 −R2 − x2 + 2Rx)xdx =
1

2

[
R2x

3

3
− 2x4

4

]R
0

=
R4

12

3.

I =

∫ π

0

xdx
∫ π/2

0

sin(x+ y)dy

=

∫ π

0

xdx [− cos(x+ y)]
π/2
0

=

∫ π

0

x
(
− cos

(
x+

π

2

)
+ cosx

)
dx

=

∫ π

0

x(cosx+ sinx)dx

On int̀egre par parties
(∫

udv = uv −
∫
vdu
)

en posantx = u ⇒ dx = du et
(cosx+ sinx)dx = dv ⇒ v = sinx− cosx

I = [x(sinx− cosx)]π0 −
∫ π

0

(sinx− cosx)dx = π − [− cosx− sin x]π0 = π − 2

4. SoitI =
∫ +∞

0

∫ +∞
0

1
(x2+y2+a2)2

dxdy. Le domaine d’int́egration peut̂etre repŕesent́e
dans un plan, muni d’un repère orthonorḿe, par le premier quadrant.
On passe en coordonnées polaires :

I =

∫ π/2

0

dθ
∫ +∞

0

r

(r2 + a2)2
dr =

π

2

[
− 1

r2 + a2

]+∞

0

=
π

2a2

5. Dans un plan muni d’un repère orthonorḿe, l’aire à calculer est limit́ee par deux
paraboles admettanty′Oy pour axe de syḿetrie et syḿetriques entre elles par rap-
port à la droite d’́equationy = 1. Ces deux paraboles se coupent enA(−1, 1) et
B(1, 1) : y = 2− x2 = x2 ⇒ x2 = 1 ⇒ x = ±1. On a :

S

∫ ∫
D

dxdy =

∫ 1

−1

dx
∫ 2−x2

x2

dy =

∫ 1

−1

(2− 2x2)dx =

[
2x− 2

x3

3

]1

−1

=
8

3

6. La plaque plane est la surface entre l’axeOy, la droitey = 2 et la courbey2 = 4x.
On a, siD est l’ensemble des(x, y) définissant la plaque de masse spécifiqueρ :

I =

∫ ∫
D

ρ(x2 + y2)dxdy = ρ

∫ 2

0

dy
∫ y2/4

0

(x2 + y2)dx
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= ρ

∫ 2

0

dy

[
x3

3
+ y2x

]y2/4
0

= ρ

∫ 2

0

(
y6

192
+
y4

4

)
dy

= ρ

[
y7

1344
+
y5

20

]2

0

=
178

105
ρ

Il est d’usage d’exprimer un moment d’inertie en fonction de la masseM du solide.
Si S est l’aire de la plaque, on a :

M =

∫ ∫
D

ρdxdy = ρ

∫ ∫
D

dxdy = ρS

S =

∫ ∫
D

dxdy =

∫ 2

0

dy
∫ y2/4

0

dx =

[
y3

12

]2

0

=
2

3
⇒M =

2

3
ρ⇒ I =

3

2
M

178

105
=

89

35
M

7. On choisit le rep̀ere orthonorḿeOxy de manìere queOy soit l’axe de syḿetrie de
la plaque. Soientρ la masse sṕecifique (constante) de la plaque,M sa masse,D
l’ensemble des(x, y) définissant la plaque. SoitG(x, y) le centre de masse cherché.
On a :

X =
ρ

M

∫ ∫
D

xdxdy =
ρ

M

∫ ∫
∆

r cos θrdrdθ

, en passant en coordonnées polaires.∆ est d́efini par :{0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ R}

X =
ρ

M

∫ π

0

cos θdθ
∫ R

0

r2dr =
ρ

M

R3

3
[sin θ]π0 = 0

Ce ŕesultatétait pŕevisible puisqueOy est un axe de syḿetrie. Le centre de masse
est donc sitúe surOy et a pour ordonńee :

Y =
ρ

M

∫ ∫
D

ydxdy =
ρ

M

∫ ∫
∆

r sin θrdrdθ =
ρ

M

∫ π

0

sin θdθ
∫ R

0

r2dr =
ρ

M

R3

3
[− cos θ]π0

c’est-̀a-dire

Y =
2

3

ρ

M
R3

OrM =
∫ ∫

D
ρdxdy = ρ

∫ ∫
D

dxdy = 1
2
πR2ρ⇒ ρ

M
= 2

πR2 . Finalement :

Y =
4

3π
R ≈ 0.4244R

8. Le domaine d’int́egration est facilèa repŕesenter. On a :∫ ∫
D

1

(x+ y)2
dxdy =

∫ 2

1

dx
∫ 3−x

1

1

(x+ y)2
dy

=

∫ 2

1

dx

[
− 1

(x+ y)

]3−x

1

=

∫ 2

1

(
−1

3
+

1

x+ 1

)
dx

=
[
log(x+ 1)− x

3

]2
1

= log
3

2
− 1

3
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9. Soit I =
∫ ∫

D
xy

x2+y2
dxdy. On passe en coordonnées polaires :

I =

∫ ∫
∆

r2 cos θ sin θ

r2
rdrdθ

=

∫ π/4

0

cos θ sin θdθ
∫ a

cos θ

0

rdr

=

∫ π/4

0

a2

2 cos2 θ
cos θ sin θdθ

=
a2

2

∫ π/4

0

sin θ

cos θ
dθ

= −a
2

2
[log(cos θ)]

π/4
0

=
a2

2
log

√
2 =

a2

4
log 2

10. Soit I =
∫ ∫

D
1

x+y
dxdy.

On aI =
∫ 1

0
dy
∫ 1

1−y
1

x+y
dx =

∫ 1

0
dy[log(x+ y)]11−y =

∫ 1

0
log(1 + y)dy.

On int̀egre par parties :
(∫

udv = uv −
∫
vdu
)

en posant dv = dy ⇒ v = y et

log(1 + y) = u⇒ du = dy
1+y

I = [y log(1 + y)]10 −
∫ 1

0

y

1 + y
dy

= log 2−
∫ 1

0

1 + y

1 + y
dy +

∫ 1

0

1

1 + y
dy

= log 2− [y]10 + [log(1 + y)]10
= 2 log 2− 1 ≈ 0.3863

11. Soit I =
∫ ∫ ∫

D
z2dxdydz.

L’espacéetant muni d’un rep̀ere orthonorḿe d’origineO, le domaine d’int́egration
peutêtre repŕesent́e par l’ensemble des points situésà l’intérieur d’une sph̀ere de
centreO et de rayonR. La syḿetrie de ŕevolution autour de l’axeOz sugg̀ere le
passage aux coordonnées cylindres, c’est-à-dire le changement :x = r cos θ ; y =
r sin θ ; z = z. Le domaine d’int́egration∆ étant d́efini par0 ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R,
z2 + r2 ≤ R2.

Le Jacobien de cette transformation estD(x,y)
D(u,v)

=

∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r

D’où |J | = |r| = r.
finalement

I =

∫ ∫ ∫
∆

z2rdrdθdz =

∫ 2π

0

dθ
∫ R

0

rdr
∫ √

R2−r2

−
√
R2−z2

dz = 2π

∫ R

0

2

3
(R2−r2)

3/2rdr
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D’où I = 2π
3

[
−2

5
(R2 − r2)

5/2
]R

0
= 4

15
πR5

12. Soit I =
∫ ∫ ∫

V
zdxdydz.

On remarque quex+ y+ z ≥ 0 ⇒ a ≥ 0. Les triplets(x, y, z) du domaineV sont
tels que :
• 0 ≤ x ≤ a− y − z
• 0 ≤ y ≤ a− z la condition12 impliquanta− y − z ≥ 0 ⇒ y ≤ a− z
• 0 ≤ z ≤ a la condition12 impliquanta− z ≥ 0 ⇒ z ≤ a
On en d́eduitI =

∫ a
0
zdz

∫ a−z
0

dy
∫ a−y−z

0
dx =

∫ a
0
zdz

∫ a−z
0

(a− y − z)dy∫ a

0

zdz

[
(a− z)y − y2

2

]a−z
0

=

∫ a

0

1

2
(a−z)2zdz =

1

2

[
a2 z

2

2
− 2a

z3

3
+
z4

4

]a
0

=
a4

24

L’espacéetant muni d’un rep̀ere orthonorḿe, le domaine d’int́egrationV peutêtre
repŕesent́e par une pyramide de sommetO.

13. Soit I =
∫ ∫ ∫

V
(x+ y + z)dxdydz.

L’espaceétant muni d’un rep̀ere orthonorḿe Oxyz, le domaine d’int́egrationV
peutêtre repŕesent́e par l’ensemble des points situésà l’intérieur d’un cylindre de
révolution autour de l’axeOz. On a :

I =

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

dy
∫ h

−h
(x+ y + z)dz

=

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

[
xz + yz +

z2

2

]h
−h

dy

=

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

2h(x+ y)dy

=

∫ R

−R
2hdx

[
xy +

y2

2

]√R2−x2

−
√
R2−x2

=

∫ R

−R
2h2x

√
R2 − x2dx

D’où

I = 2h

[
−2

3
(R2 − x2)

3/2

]R
−R

= 0

On aurait pu obtenir le m̂eme ŕesultat en passant en coordonnées cylindriques (voir
exercice11).

14. On choisit un rep̀ere orthonorḿe Oxyz dont l’origine est le sommet du cône et
Oz l’axe de ŕevolution. SoitD l’ensemble des triplets(x, y, z) correspondant aux
points sitúesà l’intérieur du ĉone. On d́esignera par :V le volume du ĉone,ρ sa
masse sṕecifique (constante),M sa masse,I son moment d’inertie par rapportà
Oz, etG(X, Y, Z) son centre de masse. On a :

V =

∫ ∫ ∫
D

dxdydz =

∫ ∫ ∫
∆

rdrdθdz
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en passant en coordonnées cylindriques.
Le domaine d’int́egration∆ est d́efini par{0 ≤ θ ≤ 2π ; 0 ≤ z ≤ H ; 0 ≤ r ≤
R
H
z}.

DoncV =
∫ 2π

0
dθ
∫ H

0
dz
∫ R

H
z

0
rdr = 2π 1

2

∫ H
0

R2

H2 z
2dz = π R2

H2

[
z3

3

]H
0

= 1
3
πR2H

On aM =
∫ ∫ ∫

D
ρdxdydz = ρV = 1

3
πR2Hρ

On aI =
∫ ∫ ∫

D
ρ(x2+y2)dxdydz = ρ

∫ ∫ ∫
∆
r×r2drdθdz = ρ

∫ 2π

0
dθ
∫ H

0
dz
∫ R

H
z

0
r3dr =

2πρ1
4

∫ H
0

R4

H4 z
4dz = 1

2
πρR

4

H4
H5

5
= 1

10
πρR4H = 3

10
MR2

Le côneétant homog̀ene, il est́evident que le centre de masseG(X, Y, Z) est sur
l’axeOz, doncX = Y = 0 (à vérifier). On a :

Z = 1
M

∫ ∫ ∫
D
ρzdxdydz = ρ

M

∫ ∫ ∫
∆
zrdrdθdz = ρ

M

∫ 2π

0
dθ
∫ H

0
zdz

∫ R
H
z

0
rdr =

ρ
M

2π 1
2

∫ H
0

R2

H2 z
3dz = π ρ

M
R2

H2

[
z4

4

]H
0

= 1
4
π ρ
M
R2H2 = 3

4
H

15. Il est clair que l’on a :J =
∫ ∫

R×R e
− 1

2
(x2+y2)dxdy =

∫ +∞
−∞ e−

1
2
x2

dx
∫ +∞
−∞ e−

1
2
y2dy =

I × I = I2 en posantI =
∫ +∞
−∞ e−

1
2
u2

du

Or si on passe en coordonnées polaires, on :J =
∫ ∫

∆
e−

1
2
r2rdrdθ où ∆ est d́efini

par :{0 ≤ θ ≤ 2π, r ≥ 0}

doncJ =
∫ 2π

0
dθ
∫ +∞

0
e−

1
2
r2rdr = [θ]2π0

[
−e− 1

2
r2
]+∞

0
= 2π × 1 = 2π

On en d́eduitI =
√

2π et donc
∫ +∞
−∞

1√
2π
e−

1
2
u2

du = 1

16. On aS =
∫ ∫

D
dxdy oùD est d́efini parx2 + y2 ≤ R2. En passant en coordonnées

polaires, on obtient :S =
∫ ∫

∆
rdrdθ où ∆ est d́efini par{0 ≤ θ ≤ 2π, r ≤ R

doncS =
∫ 2π

0
dθ
∫ R

0
rdr = [θ]2π0

[
r2

2

]R
0

= πR2

17. On a :V =
∫ ∫ ∫

D
dxdydz où D est d́efini parx2 + y2 + z2 ≤ R2. En passant

en coordonńees polaires, on obtient :V =
∫ ∫ ∫

∆
rdrdθdz où ∆ est d́efini par

{0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R, z2 + r2 ≤ R2}

doncV =
∫ 2π

0
dθ
∫ R

0
rdr

∫ √R2−r2
−
√
R2−r2 dz =

∫ 2π

0
dθ
∫ R

0
r2
√
R2 − r2dr = 2π

[
−2

3
(R2 − r2)

3/2
]R

0
=

4
3
πR3
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Annexe B

Formulaire

1 Trigonométrie

π = 3.14159265358...

cos(−x) = cos(x) cos
(
π
2
− x
)

= sin(x) cos
(
π
2

+ x
)

= − sin(x) cos(x+ π) = − cos(x)
sin(−x) = − sin(x) sin

(
π
2
− x
)

= cos(x) sin
(
π
2

+ x
)

= cos(x) sin(x+ π) = − sin(x)
tan(−x) = − tan(x) tan

(
π
2
− x
)

= 1
tan(x)

tan
(
π
2

+ x
)

= − 1
tan(x)

tan(x+ π) = tan(x)

cos(x+ 2π) = cos(x) sin(x+ 2π) = sin(x)

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

π

cos(x) 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0 −1

sin(x) 0 1
2

√
2

2

√
3

2
1 0

tan(x) 0 1√
3

1
√

3 ∞ 0

cot(x) = 1
tan(x)

cos2(x) + sin2(x) = 1

• cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)
• sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

• tan(a+ b) = tan(a)+tan(b)
1−tan(a) tan(b)

• cos(p) + cos(q) = 2 cos
(
p+q
2

)
cos
(
p−q
2

)
• sin(p) + sin(q) = 2 sin

(
p+q
2

)
cos
(
p−q
2

)
• cos(p)− cos(q) = −2 sin

(
p+q
2

)
sin
(
p−q
2

)
• sin(p)− sin(q) = 2 sin

(
p−q
2

)
cos
(
p+q
2

)
• cos2(a) = 1

1+tan2(a)

• sin2(a) = tan2(a))
1+tan2(a)
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100 Fonctionsélémentaires

• cos(2a) = cos2(a)− sin2(a)
= 2 cos2(a)− 1 = 1− 2 sin2(a)

= 1−tan2(a)
1+tan2(a)

• sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)

= 2 tan(a)
1+tan2(a)

• tan(2a) = 2 tan(a)
1−2 tan(a)

• cos(3a) = 4 cos3(a)− 3 cos(a)
• sin(3a) = 3 sin(a)− 4 sin3(a)

2 Fonctionsélémentaires

2.1 Fonctions trigonoḿetriques

• si 0 ≤ y ≤ π et−1 ≤ x ≤ 1 :
• y = arccos(x) ⇐⇒ x = cos(y)
• arccos(cos(y)) = y
• cos(arccos(x)) = x
• (cos(x))′ = − sin(x)
• (arccos(x))′ = − 1√

1−x2

• si−π
2
≤ y ≤ π

2
et−1 ≤ x ≤ 1 :

• y = arcsin(x) ⇐⇒ x = sin(y)
• arcsin(sin(y)) = y
• sin(arccos(x)) = x
• (sin(x))′ = cos(x)
• (arcsin(x))′ = 1√

1−x2

• si−π
2
≤ y ≤ π

2
:

• y = arctan(x) ⇐⇒ x = tan(y)
• arctan(tan(y)) = y
• tan(arctan(x)) = x
• (tan(x))′ = 1 + tan2(x) = 1

cos2(x)

• (arctan(x))′ = 1
1+x2

2.2 Logarithme ńeṕerien

• (ln(x))′ = 1
x
, x > 0

• ln(1) = 0
• ln(e) = 1
• ln(ab) = ln(a) + ln(b)
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• ln
(

1
a

)
= − ln(a)

e = 2.71828182845...

2.3 Exponentielle

Si y > 0 :
• y = ex ⇐⇒ x = ln(y)
• eln(y) = y
• ln(ex) = x
• ea+b = eaeb

• e0 = 1
• e−a = 1/ea

• (ex)′ = ex

2.4 Puissance

ab = eb ln(a)

Si a > 0 :
• ax+y = axay

• a0 = 1
• a−x = 1

ax

• (ax)y = axy

• (ax)′ = ax ln(a)

Si x > 0 :
• xα+b = xαxβ

• (xα)′ = αxα−1

3 Fonctions

3.1 Dérivées

f ′ =
df
dx

= Df

• (xα)′ = αxα−1

• (eax)′ = aeax (a ∈ C)
• (ln |x|)′ = 1

x

• (cos(x))′ = − sin(x)
• (sin(x))′ = cos(x)
• (tan(x))′ = 1 + tan2(x) = 1

cos2(x)
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102 Fonctions

• (arccos(x))′ = − 1√
1−x2

• (arcsin(x))′ = 1√
1−x2

• (arctan(x))′ = 1
1+x2

• (f + g)′ = f ′ + g′

• (λf)′ = λf ′, (λ ∈ R)
• (fg)′ = f ′g + fg′

•
(
f
g

)′
= f ′g−fg′

g2

• (f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g)g′
• [f(g(x))]′ = f ′(g(x))g′(x)
• f(a+ h)− f(a) = hf ′(a) + hε(h) où ε(h) → 0 si h→ 0
• f est la fonction ŕeciproque deg (y = g(x) ⇐⇒ x = f(y)) : g′(x) = 1

f ′(y)
= 1

f ′(g(x))

3.2 Formule de Taylor

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) +
h2

2!
f ′′(a) + · · ·+ hn−1

(n− 1)!
f (n−1)(a) +

hn

n!
f (n)(a+ θh)

si f (n) continue ena :

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) +
h2

2!
f ′′(a) + · · ·+ hn−1

(n− 1)!
f (n−1)(a) +

hn

n!
f (n)(a) + xnε(x)

où ε(x) → 0 si x→ 0 (développement def au voisinage dea)

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a+ θh)

(casn = 1 : formule des accroissements finis)

3.3 Développements usuels au voisinage de 0

• ex = 1 + x
1!

+ x2

2!
+ x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ xnε(x)

• cos(x) = 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ x2nε(x)

• sin(x) = x− x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ x2n+1ε(x)

• 1
1−x = 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + xnε(x)

• 1
1+x

= 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + xnε(x)

• 1
1+x2 = 1− x2 + x4 − x6 + · · ·+ (−1)nx2n + x2nε(x)

• ln(1 + x) = x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n x

n+1

n+1
+ xn+1ε(x)

• arctan(x) = x− x3

3
+ x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)n x

2n+1

2n+1
+ x2n+1ε(x)

• (1+x)α = 1+αx+ α(α−1)
2

x2 + α(α−1)(α−2)
6

x3 + · · ·+ α(α−1)(α−2)...(a−n+1)
n!

xn+xnε(x)

• tan(x) = x+ x3

3
+ 2x5

15
+ 17x7

315
+ 62

2835
x9 + x9ε(x)

bar-hen.net
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4 Primitives et Int égrales

4.1 R̀egles de calcul

•
∫ b
a
(f(x) + g(x))dx =

∫ b
a
f(x)dx+

∫ b
a
g(x)dx

•
∫ b
a
λf(x)dx = λ

∫ b
a
f(x)dx

•
∫ b
a
f(x)dx =

∫ c
a
f(x)dx+

∫ b
c
f(x)dx

• f(x) ≤ g(x) =⇒
∫ b
a
f(x)dx ≤

∫ b
a
g(x)dx

4.2 Primitivesélémentaires

•
∫
xαdx = xα

α+1
+ C, (α+ 1 6= 0)

•
∫ dx

x
= ln |x|+ C

•
∫
eaxdx = 1

a
eax + C

•
∫

cos(x)dx = sin(x) + C
•
∫

sin(x)dx = − cos(x) + C
•
∫

tan(x)dx = − ln |cos(x)|+ C

•
∫ dx

1+x2 = arctan(x) + C

•
∫

2x
1+x2 dx = ln(1 + x2) + C

•
∫ dx√

1−x2 = arcsin(x) + C

4.3 Proćed́es d’int́egration

• changement de variables :
∫ b
a
f(u(x))u′(x)dx =

∫ u(b)
u(a)

f(u)du

• intégration par parties :
∫ b
a
f(x)g′(x)dx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b
a
f ′(x)g(x)dx

• fractions rationnelles : d́evelopper eńeléments simples.

4.4 Int́egrales d́efinies ǵeńeralisée

•
∫ +∞
a

f(t)dt = limx→+∞
∫ x
a
f(t)dt

•
∫ +∞
−∞ f(t)dt =

∫ a
−∞ f(t)dt+

∫ +∞
a

f(t)dt, (a quelconque)

•
∫ b
a
f(t)dt = limx→b

∫ x
a
f(t)dt (f non continue enb)

•
∫ +∞

1
1
xα dx = 1

α−1
pourα > 1

•
∫ +∞

1
1
xα dx = +∞ pourα ≤ 1

•
∫ 1

0
1
xα dx = 1

1−α pourα < 1

•
∫ 1

0
1
xα dx = +∞ pourα ≥ 1
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5 Fonctions de plusieurs variables

• Fonctions de deux variables :(x, y) 7→ f(x, y)
• Fonctions de trois variables :(x, y, z) 7→ f(x, y, z)
• Fonctions den variables :(x1, x2, . . . , xn) 7→ f(x1, x2, . . . , xn)

5.1 Dérivées partielles

• ∂f
∂x

(x0, y0) = f ′x = limh→0
f(x0+h,y0)−f(x0,y0)

h

• ∂f
∂y

(x0, y0) = f ′y = limk→0
f(x0,y0+k)−f(x0,y0)

k

• ∂
∂x

(
∂f
∂x

)
= ∂2f

∂x2 = f ′′x2

• ∂
∂y

(
∂f
∂x

)
= ∂2f

∂x∂y
= f ′′xy

• ∂
∂x

(
∂f
∂y

)
= ∂2f

∂y∂x
= f ′′yx

• ∂
∂y

(
∂f
∂y

)
= ∂2f

∂y2
= f ′′y2

f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0)
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6 L’alphabet grec

A α alpha
B β béta
Γ γ gamma
∆ δ delta
E ε epsilon
Z ζ zeta
H η éta
Θ θ theta
I ι iota
K κ kappa
Λ λ lambda
M µ mu
N ν nu
Ξ ξ xi
O o omicron
Π π pi
P ρ rho
Σ σ sigma
T τ tau
Υ υ upsilon
Φ φ phi
X χ chi
Ψ ψ psi
Ω ω oméga
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