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1.1

Chapitre 1

Fonctions, limites, continuite

Fonction, représentation graphique

On consi@re des fonctiona valeurs dan®, et cefinies sur une partie de. Se donner
une telle fonctionf, c’est se donner une partiedeR et un pro&@de associand chaque
x € E un réely (note f(z)) bien cetermire. £ est 'ensemble deé&finition de f. Dans
tous les cas utiledy est un intervalle, ou une&union d’intervalles.

Exemples :

o F=1a,b](a,b R, a<D)

o E=la,b|

o £ =[0,+00]

o E=la,c]U]c,b]aveca < ¢ <b

Notation :
f:E—-R

Trés souvent, la fonction eséfinie par une formule donnarftx), et le domaine de
définition est implicite : c’est I'ensemble des= R pour lesquels la formule a un sens et
fournit un eel f(z).

Exemple: f(x) =+/1— 22, le domaine de &finition esttl = [—1, +1]

Composition, fonctioréciproque

Soientf : £ — R, etg : F — R deux fonctions; la compégg o f est cfinie par
la formule (g o f)(x) = g(f(x)). Son domaine dedinition est 'ensembld! = {z €

R;x € Fetf(x) € F}.Onatoujourd? C E mais il peut arriver qué/ soit distinct de
E.

On dit queg est une fonctionéciproque de sion a



1.2

2 Fonction, représentation graphique

1. F = {f(x);xz € E} c’esta-dire que le domaine definition deg est 'image de
Eparf;

2. g(f(z)) = z pour toutr € E

Ces deux conditions montrent quest cetermiree parf : il y a donc au plus une fonction
réciprogue d’'une fonctiori donree.

Pour que la fonctiory : £ — R admette une fonctioréciproque, il faut et il suffit
que la condition suivante soigvifiee : sizy, z, sont deux points distincts dg, alors
f(z1) # f(xs2). (On dit quef est injective).

Si g est la fonction &ciproque dgf, on a, pour, y réels, I'equivalence logique :

{er ¢:>{yeF
ety = f(z) etz = g(y)
(E, F domaines deé&finition def, g respectivement).

On voit d’ailleurs ainsi qug est alors la&ciprogue de. On dit souvenfonction inverse
de f au lieu defonction Eciproquede f et on notey = f 1.

1

Attention : il faut bien distinguerf—! de la fonctionr +— L

~a l
noee.
Exemple: f(z) = x?avecE = |0, +oc[. f admet pour fonctionaciproque la fonction
g(x) = /x, définie sur[0, +oo|. (en admettant que toukel positif posdde une racine
cariee positive).

Graphe, courbe repisentative

Soit f : E — R une fonction, £ C R); le graphe def est la partieG de R? définie
parG = {(z, f(z));z € E}. On confond en @réral G avec la courbe repsentativel
de f dans le plar(P) rapporé a un regre orthonorré (o, €7, e3) ; Ty est cfinie par la
relation :

Ty ={M;3x € E,OM = ze] + f(z)e3}

On dit aussi qué’; est la courbe @&quationy = f(z) dans le repreOzy.
Lintérét de; est que son tr&permet de visualiser, et donc de rendre intuitives de
nombreuses propes def.

Exemple 1: f(z) = ax + b, oU a, b sont deux &els donis; (on dit quef est affine).
Le graphel’; de f est une droiteD : si on appellew le vecteur(1, a) et M, le point de
coordones dgO, b), ona:

MM, = 2@

(ou M, = (=, f(z))). Ce qui signifie que’; est la droite passant pat, et de vecteur
directeurw .
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1. FONCTIONS, LIMITES , CONTINUIT E 3

Remarque : si(z1,y;) et(xq,y2) sont deux points distincts de, on \eérifie facilement
que le rappor¢2=~- estégalaa, et qu'il est donc indpendant du choix des deux points
sur D. On dit quea est la pente dé. La pente deD vaut ausstan(6), ou 6 est une
mesure de I'angle quP fait avec I'axeOzx.

Exemple 2: Soit f : £ — R une fonction admettant pougciproquey : ' — R. On
passe du graphE; a celuiT, deg, par la transformation(x, y) — (y,z) du plan : cette
transformation est la sy@trie autour de la droitg = =

Exercices :

1. Soit G c R? : quelle condition doittre \érifiee parG pour queG soit le graphe
d’une fonctionf ? la fonctionf est elle alors unique ?

2. Donner un traé du graphe des fonctiopn = = + 1, y = |z + 1|, y = sin(x),
y = |sin(z)]

3. Tracer des courbes@uations) = 2%,y = 1 + = + 22

Définition de la notion de limite

Consicerons une fonctiorf : X — R, (X C R) et soita € R.
Pour pouvoir parler de la limite d&(x), lorsquer tend verss, il faut supposer que tout
intervalle ouvert de centrerencontreX ; autrement dit :

Vn > 0,3z € X tel que|z —a| <7

Cette condition est toujours satisfaitesst X, mais il peut aussi arriver que¢ X.

Exemples :

X =, f], (e < a < )

X =la, a[Ua, 5], (a < a < ()
X =la, 0], (a < )

X =la, ], (a < B)

Définition 1.1 Soitl € R; on dit quef(z) tend verd quandx tend verss, Si :

re X

etlr —a|l <n = |fl@) =1 <e

Pour toute > 0, il existe un nombre > 0 tel que{

En d’autres termes, pour tout intervalle ouvert de cehtlenre, f(z) "tombe” dans cet
intervalle s qugx — a| est assez petitz(€ X). On notera :

[ = lim f(z)

r—a
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4 Définition de la notion de limite

Remarques :

1. f(x) admet au plus une limite, quandtend versa : Si on pouvait trouver deux
limites distincted; etly, on pourrait trouver deux intervalles ouverts disjoiftet
I, de centreg, etl, respectivement; comnie = lim,_, f(z), f(x) appartient
I, pour |z — a| assez petit. De Bme, f(z) € I, des quelz — a| est assez petit.
Commef(z) ne peut appartend la foisa I; et I,, on aboutita une contradiction.
2. Sia € X, et silalimite def(z) pourz — a existe, alordim,_., f(z) = f(a).
En effet, d’apés la &finition f(a) doit apparteniga tout intervalle ouvert de centre
[ =lim, ., f(x): ce quientrinel = f(a)
Ainsi, lorsquea € X, il peutétre naturel de congéder la limite eru de larestrictionde
faX\ {a} (X privé du pointz) ; on la notel = 1imz;a f(z) (sielle existe).
Plus geréralement, sB est une partie d&’, on c&finit la limite limmaé f(z) commeétant

la limite lim, ., g(z), oU g est la fonction de domaine défihition B, et qui esgalea
f surB. En termes plus directd = lingé f(z) si et seulement si :

[z —al <n

c B = |f(x) =1 <e

pour toute > 0, il existe au moins umy > 0, tel que{

Cas particuliers :

e B = X\ {a}, on obtient la éfinition del = limm;a f(z);

e B = XN|a,+oo|, on obtient la notion de limit& droite eny : lims—a f(z); elle est
notee f(a™) (lorsqu’elle existe);

e B = XN]— oo,al, on obtient la limitea gauche lims . flz) = f(a™).

Exemples :
0 siz<1
1. f(z) =< 2 siz=1
1 siz>1
ena =1, f(a™), ( ) et f(a™) existent et sont deux deux distincts.
2. f os (Z); |f(z)] <1 maisf n"admet pas de limité droite ez = 0 :

3)-150)-

en geréral f (5-) = 1, pourk entier positif, et

f(l)——l,fG) _ 1

en gereral f (45) = -1,k e N,
Ainsi le point M, = (z, f(x)) oscille incéfiniment entre les droites horizontales
y = —1 ety = +1 lorsquex tend vers 2ro,x > 0; ce point n'admet pas de

position limite lorsquer tend vers Oz > 0.

bar-hen.net



1. FONCTIONS, LIMITES , CONTINUIT E

3. Supposons X =a, [, a« < a < @. Alors! = lim,_,, f(z) si et seulement si
f(at) et f(a™) existent et valenf(a) ; [ vaut recessairement(a).
De mémel = limz;»a f(z) sietseulementdi(a™) et f(a™) existent et sorégaux ;

onadeplug = f(a™) = f(a™)

2.1 Limite infinie enu

Définition 1.2 Soientf : X — R, a € R; on suppose que pour todt> 0, XNja —
€,a + e[# (. On dit que lalim,_., f(xz) = 400 Si pour toutA € R, il existe uny > 0
(dépendant ded) tel que :

|t —al| <netre X = f(z) > A

Autrement dit,f (z) dépasse toute valeur dodmdes quex — a| est assez petit. Orefinit
de néme la notion de limite-occ ena et I'on note :lim, ., f(z) = —o0

Exemples :
1. f(z) = =%, X =] — 0, a|N]a, +oc[,0n a:

|z—al

lim f(z) = 400

2. f(z) = In(x) (logarithme @perien dez), X =0, +oo] :
lir% flz) = —oc0

On sait quef est strictement croissante §0r+oo| et quef(xzy) = f(z) + f(y)
pourz,y €]0, +ool. En particuliefn(1) = 21In(1) et doncln(1) = 0.

FixonsA € R et cherchons > 1 tel queln (5 ) < A; commeln (5-) = nln ()
et commen () < In(1) = 0, il suffit de prendre, > \m‘?lﬁ ; fixant un tel entier
n,onaalors : ’

1
O<x<2—n:>1n(x)<A

On a ainsi erifié quelim, .o In(z) = —c0

2.2 Limitea I'infini
Soit f : X — R; on suppose qué& contient desé&els arbitrairement grands (quel que
soita € R, il existex € X, avex > a); sil € R, on dit quef(x) tend verd lorsquex
tend verstoo Si :

Ve>0,JAtelquer € X etz > A= |f(z) -1 <e¢

On c&finit aussi les expression8n, ., f(z) = +oo, lim, ., f(z) = —oo; par
exempléelim,_ ., ., f(x) = —oo signifie

VaeR,JAeRtelquer € X etz > A= f(z) <«
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6 Continuité

Exemples :

1. lim, . o =+00; lim, 1 % =0

2. lim, o In(z) = +00; soita € R; commeln(2") = nIn(2) et commdn(2) > 0
, on voit qu'il existen, € N tel queln(2™) > a. D’'ouxz > 2™ = In(z) > «

3. Soita > 1; posonsf(n) = a™, pourn € N, n > 1. Alors

lim a" = 400
n—-+o0o

On peut en effeécrire :a = (1 + u); d’ou d’ap®s la formule du biéme :a™ >
14 nu > nu; donc sia € R, a™ > « des quen > 'j—‘
Supposons maintenant qoe< a < 1, posons, = (%) = (1)". Comme? > 1,
ce qui pecde montre quém,, ., v, = +00; il S’ensuit quea™ = i tend vers
0 lorsquen tend verstoc.

3 Continuité

Définition 1.3 Soit f : X — R, X C R et soita € X ; on dit que f est continue au
pointa silim, ., f(z) = f(a); cela revienta dire que pour tout > 0 donrg, on peut
trouver un nombrey > 0 tel que :

reXetlx—al <n=|f(x)— fla)| <e

On dit quef est continue si elle est continue en tout pointide

Interpr étation graphique : f est continue el € X sile pointM, = (z, f(x)) de

Ty "tend” vers M, lorsquex tend versa. Intuitivement, sif : I — R est continue sur
I'intervalle I deRR, le point)/, varie de fagon continue avecet le graphd’; se pesente
comme un trag continu qu’on peut obtenir sans faire de sauts (donc sans lever le stylo).
Remarquons qu’une fonctiofi: I — R telle que,|f(z) — f(2)| < |z — 2'| pour tout

x, 2’ € X estune fonction continue.

Exemple: f(z) = z,z € Restcontinue suR (evidemmentf(x)— f(z')| < |x—a']).
De memef(z) = |z|, z € R estcontinue suR (on a||z|—|2'|| < |x—a'| pourz, 2’ € R)
Les fonction continues posdent la propéte fondamentale suivante :

Théoreme 1.1 (Tteoreme des valeurs internddiaires) Soientf : [a, b] — R une fonc-
tion continue sur l'intervalléa, b] ety un réel compris entregf (a) et f(b) : il existe alors
au moins un nombre € [a, b] tel quef(c) = ~. Ainsi toute valeur comprise entya)
et f(b) est atteinte (au moins une fois).

Interpr étation graphique : on ne peut joindre les pointdl, = (a, f(a)) et M, =
(b, f(b)) qui sont sit@s de part et d’autre de la droite horizontale= ~, par un traé
continu sans couper cette horizontale au moins une fois.
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1. FONCTIONS, LIMITES , CONTINUIT E 7

Application : il existe un nombre unique, tel queln(zy) = 1:

commelim, . In(z) = +oo etln(l) = 0 il existeb > 1 tel queln(b) > 1. En
appliquant le tboeme des valeurs integdiaires avea = 1,06 > 1 ety = 1 (qui
est bien compris entré = In(1) etIn(b)), on voit qu’il existe au moins um, tel que
In(zg) = 1. Commeln(z) est une fonction strictement croissanteagel ne peut y
avoir plus d’'une solution: de I'équationin(z) = 1. (Cette solution est le nombre ot
habituellement ~ 2.71828...).

La propriete des valeurs interatiaires permet deédinir des fonctionséciproques :

Théoreme 1.2 Soitf : I — R une fonction continue strictement croissante : alofs:
f(I) 'ensemble des valeurs déest un intervalle, ef admet une fonctionéciproque
g : J — R, continue et strictement croissante sur

Rappels :

e f croissante suf signifie :siz,y € I 1z <y = f(z) < f(y)

e [ strictement croissante siisignifie : quel que soit,y € I 1z <y = f(z) < f(y)
Le fait queJ soit un intervalle écoule facilement du #oeme des valeurs integdiaires ;
la fonction g associea chaquer € J l'unique nombret € I tel quef(t) = =; on a
flg(z)) = x, pourz € J etg(f(x)) = x, pourz € I.

Exemple 1: la fonction logarithme @périen,In : |0, +0co[— R est continue et stricte-
ment croissante ; la fonctioeciproque dén est la fonctiorexp : R —]0, +00] (noter
que l'intervalle image de0, +oc[ parln estégala R puisquelim, .oIn(z) = —oo et
lim, ., In(z) = +00); la fonctionexp est continue et strictement croissante; on a
lim, ., exp(z) = 0, lim,_, ~ exp(x) = +o0. De plus :

Ve,y e R, exp(x+y) = exp(z)exp(y)
exp(0)=1 , exp(l)=e

On noteraexp(z) = e” (e est c.fini parln(e) = 1).

Applicationa la définition dex®

Pourz > 0, « € R, on pose :

a

% = exp(aln(z))

On aalors, pour,y > 0 eta, 3 € R, les relations :

In(z%) = aln(z)
P = zogf
@ = a0

Yt = (zy)®

f(x) = x> est strictement croissante paur> 0, strictement @croissante pour < 0 et
poura = 0, f estégalea la constante 1.
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8 Opérations sur les limites

Opeérations sur les limites

Théoreme 1.3Soientf,g : X — R,a € RU {—o0,+o0}, [ = lim,_., f(z), ls =
lim,_., g(z) avecl; etl, finis. Alors :

}Ci_T)I}L(f(Jf)Jrg(l’)) = L+l
lim(f(z)g(z)) = Ll

r—a

i (7) =5 20

Ces relations sont assez intuitives ; voici une preuve de la premglation en supposant
a fini; soite > 0; commel; = lim,_,, f(z) etly = lim,_, g(x) on peut trouver deux
nombres positifsy; et, tels que :

reXetlx—al <m=|f(z)—lL| < <
r e Xetlr—al <m=|fg(r) =1l < b

Notonsn le plus petit des deux nombreset, ; pourz € X et|z —a| <7, onaura:

|(f(2)+g(x)=(Lhtla)| = |(f () =h)+(g(x) =) | < [f(2)=hl+]g(x)=lo| < fotfo=€
on a donc erifié quelim, . (f(x) + g(z)) =l + s

Corollaire 1.1 si f,g : X — R sont deux fonctions continues skiralors, les fonctions
f(z) + g(z), f(x)g(x) sont continues suX. Sig ne s’annule pas suX, /), est
continue surX.

Exemple : f(z) = 2* est continue suR. Plus gnréralement, si est un entier positif
x — x" est continue suR. On en @duit qu’un polyome f(x) = ag + a1z + - - - + a,z"
est continu SuR.

Dans le cas o les limitesi; ou [, sont infinies, on peut conclure dans certains cas, en
utilisant les egles :

(+00) + (+00) = 400;

+00+ 1 =+o0pourl € R;

a X (4+00) = 400 poura > 0;

= =0;

e efc.

Il reste des castoon ne peut pas conclure sans informations fmpphtaires sur I'allure

de f(x) et g(x) quandx — a; on dit alors qu’il s'agit de formes iretermirées : par
exemple :

o (+00) = (+00);
o (+00) x0;
o

. efc.
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1. FONCTIONS, LIMITES , CONTINUIT E 9

Exemple : Soit f(z) = % une fraction rationnelle (quotient de deux po-
P

lyndmes),a,, etb, étant suppdss non nuls étudionsf(z) pourx tendant verst-oo. On
écrit :

o= S te =

$"g—2+ a4 ...4q, n_p<an+%+...+a_0>

PO by+ oot 2
on sait que
+ooSin > 1
lim 2" = 1 sin=0
e 0 sin<-—1

On en eduit céja que le facteur de™* dans le dernier membre tend verg,. D'ou la
conclusion suivante, en supposaptetb, de méme signe :

+ooSin > p
lim f(z) =4 9,Sin=p
e 0 sin<p

Théoreme 1.4Si f,g,h : X — R sont trois fonctions telles que< f < h sur X. Si
lim, ., g(z) = lim,_, h(xz) = [ alors f admet une limite en etlim, ., f(x) = L.

Théoreme 1.5 (Composition des limitesSoientf : X — R, g : Y — R deux fonc-
tions (X, Y C R), eta € RU {—o0, +00}. On suppose quem,_., f(x) = [ (I fini ou
non), et quéim,_; g(x) = . La compoéeg o f est ckfinie surX’' = {z € X; f(z) €
Y'}. Si on peut faire tendre versa, avecz € X’ (i.e. X’ contient des points arbitraire-
ment voisins de), on a alors :

lim g(f(2)) =1

Intuitivement, quand: tend verss, f(x) tend verd etg(f(x)) tend verd’ puisqueg(u)
tend verd’ lorsqueu tend verd.

Corollaire 1.2 La compoge de deux fonctions continues est continue.

Exemples :
1. |sin(z)|, In(2 + sin(x)) sont continues suR

2. Soita € R; x — 2 est continue suUK, +o0|.
e Sia>0,ona:lim, gx* =0, lim, ;2% = 4o0.
e Sia<0,lim, gx% =400, lim,; ., % = 0.

3. hmxHO —Sinx(§2) =1 ; llm‘rﬁo _Sinc(cfﬂx) = 3 ; hmxﬂo —Sslﬂl(éz) = %
2 ¢ sin(3x sin(3x . sin(3x R sin(3z T
(On ecrit fv : =3x ( 3(30 )> ! sinESwg - g X ( 3(1‘ )> X <sin5(5x))
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10 Exercices

5 Exercices

1. Vrai ou Faux?
(a) Une fonction n'admet de limite en un poimtjue si elle est &finie ena ;
(b) la compoge de deux fonctions continues ®iest continue suR ;
(c) 'image d’un intervalle par une fonction croissante est un intervalle ;
(d) 'image d’'un intervalle par une fonction continue est un intervalle ;
(e) toute fonction griodique et croissante est continue.

2. calculer
, n*(n — 3)
lim
n—+too (n —1)(2 —n)?

3. Montrer que sia| < 1,

1 _ .
1_a:ngrfw{1+a+a2+-~-+a }

4. Montrer que pour > 1,

n

lim — =400
n—+oo N
(écrirea™ = (1 + uw)"™ et minorer(1 + «)™ par un des termes dwedeloppement de
(1+u)").
Montrer que
an
lim — = +00
n—4oo N
5. Calculer
| 1 2
111 —
e—1 | (x—1) 22-1
6. Calculer

7. Montrer que léquationcos z = x admet au moins une solution dans l'intervalle
[0, 72

8. Montrer qu’un poly@me de dedr impair admet au moins une racirgzle.

9. Soit f une fonction nurarique efinie et continue sur l'intervall@, 1] deR, telle

que:
f(0) = f(1)

Montrer que, pour tout entier naturel non mylil existe un pointz, de [0, 1] tel

que:

f (%ﬂL%) = f(xo)

(consicerer la fonctiony(z) = f (z + 1) — f(z) sur[0,1— Y/, et exprimerf(1) —
f(0) en fonction dey).
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1. FONCTIONS, LIMITES , CONTINUIT E 11

10. Trouver,a l'aide de la regesentation graphique des fonctions(2x) etsin(3x),
le nombre de solutions degljuatiorsin(2z) = sin(3z) sur I'intervalle|[0, =/

11. Résoudre Equation :
In <x7/8> — %ln (\/5) =1

12. Montrer que poury < 0, la fonction f, = z* est une bijection dé0, +oo[ sur
10, +00], et calculer la fonctionaciproque def,,

13. Résoudre Bquationes»® = 1. Résoudre l'iequationes»* < 1.
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Chapitre 2

Derivees des fonctions d’'une variable

Définition
Soit f : X — R une fonction dont le domaine défihition X est un intervalle d&® (ou
plus geréralement un intervalle prévde quelques points) et saitun point deX ; on dit

que f est cerivable au point si la limite lim,_., % existe et est finie ; cette limite
est alors la drivee def ena, et onécrit :

@) — i 1) = 1(@)

r—a Tr—a

Remarques :

1. Posonsf(x) = mx + p (m, p réels fbxés) ; sia € R, on a pour toutr € R, =z # a:
H@=19) — g5 o on ceduit quef est cerivable eru et f/(a) = m. Rappelons
que le graphe d¢ est une droitg D) et remarquons que Sif; = (z1,y;) et
My = (x5, y2) sont deux points distincts d&) on a :m = £=2.On dit quem
est la pente déD).

2. Si f est cerivable au point, elle est continue en ce point.

Interpr étation geometrique : consicerons une fonctiory : X — R dérivable en
a € X, etsoitTy le graphe d¢ef; pourz € X,z # a, p, = f("”:z a( ) est la pente de la
droite D, passant pai, = (a, f(a)) et M, = (z, f(x)) : f'(a) est la limite des pentes
p. pourz tendant vers. On voit alors que la droitéD) de pentef’(a) et passant paV/,
est la position limite des droité®, ). On dit que(D) est la tangenta 7'y au point),,.
L’ équation deD est :

y = f(a) + f(a)(z - a) (2.1)

pour(z,y) surD etz # a, L% vautla pente d® ; d'otl =12 = f/(a) etI'equatior2. 1

Exemples :

1. f(z) = sin(x)
Pourz # a,a € R,on af(z) — f(a) = 2sin (%52) cos (£2).

13



14 Opérations sur les cerivées

sin(u)

Commelim,,_, =,~ = 1, on a, par le thoeme de composition des limites :
lim,_., (2 sin (45%)) = 1. Par congquent lim,_, W = cos(a).
f estdonc érivable etf’(x) = cos(z)
2. On montre de r@me que:os(z) est cerivable suiR, et que(cos(z))’ = — sin(x)
3. f(z) =In(x): f est cerivable suf0, +oof et f'(z) =

8] =

Notation diff érentielle :  si f est cérivable au point € X, f/(x) = lim,,_g w

d’'ou, si on noteAx = h (accroissement de la variable entretz + h) et Af = f(x +
h) — f(x) (accroissement correspondant@e f'(z) = lima, .o % ; symboliquement
onécrit :

_df

f/(x) - dx

Intuitivement & est un accroissement infiggimal de la variable, df = f(x + dx) — f(z)
est I'accroissement correspondantfde

Opérations sur les cerivées

Théoreme 2.1 Soientf, g : X — R deux fonctions @rivables au pointt € X ; alors
les fonctionsf (z) + g(z), f(x)g(z) (et @)y Si g(a) # 0) sont cérivables au point,
et on a les formules :

(f+9)(a) = [f(a)+g(a)
(f9)'(a) = [f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
f'(@)g(a) = f(a)g

a / J— ) H a
(J@Dfga) = PO sig(a) #0

Cas particulier :  siu : X — R est cerivable,v(x) = (u(x))? est cerivable de érivee
2u(z)u/(x) ; plus geréralement, si est un entier strictement positif,(z) = (u(x))™ est
dérivable etw’(z) = n(u(z))"'u/(z). Cette formule se @montre paré&currence pour
n > 1. On peut d’ailleurs montrer qu’elle est encore vraie po@ntier régatif siu(z)
ne s’annule pas.

Exemples :

1. Tout polyrdme f(z) = ap + a1z + --- + a,2™ est cerivable surR et f'(z) =
ay + 2asx + - - - + nax" L.

2. f(z) = tan(x) est cerivable (sur son domaine défhition) eton a :

1

=1+ tan®(z), pourz # I + kr (pour toutk € Z)
cos?(x)

() =
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2. DERIVEES DES FONCTIONS D' UNE VARIABLE 15

Théoreme 2.2Soientf : X — R, g : Y — R deux fonctions et € X ; on suppose
queg o f est (au voisinage de) définie sur un intervalle contenant le pointque f est
dérivable eru et queg est cérivable au pointf(a). Alorsg(f(x)) est cerivable eru et :

(go f)(a) =g'(f(a))f'(a)

Démonstration : (en supposant strictement croissante su¥) ; pourh # 0 et assez
petit, ona:

g(fla+h)) —g(f(a) _ <g(f(a+h)) —g(f(a))) (f(a+h) —f(a)>
h fla+h)—f(a) h

lorsqueh tend vers 0, la prerare parentbse du second membre tend vefsf(a)) :
c’est une consquence de laéfinition de la @rivee deg au pointf(a) et du tleoeme

de composition des limites. Par cé@gglient, le premier membre admet une limite pour
h — 0 et cette limite esy’(f(a)) f'(a).

Exemples :
1. f(z) =sin(2z) : f'(x) = 2 cos(2x)
2. f(z) =In(|z]), (@ # 0) : f'(z) = L pour toutz # 0
3. siu: X — R estune fonction@rivable, alordn(|u(z)|) est cerivable en tout point
x € X tel queu(x) # 0 et:

din(|u(z)])  u'(z) ol
g =2 i) 2.0

dln(| sin(x)]) cos(x)

Ainsi : I = Sl = cot(z) pourz # 0 modulor.

Théoreme des accroissements finis

Théoreme 2.3Soit f : [a,b] — R une fonction érivable sur l'intervalle[a,b], a < b:
il existe alors au moins un poirtdans l'intervalle]a, b] tel que :

f(b) = f(a) = (b—a)f'(c)

Interpr étation graphique : on aura% = f'(c) : autrement dit, la pente de la
corde AB joignantA = (a, f(a)) @a B = (b, f(b)) estégalea la pente de la tangenée
la courbey = f(z) au pointM, = (¢, f(c)). Le theoeme affirme donc I'existence d’'un
point M sur la courbe re@sentativel’; de f, tel que la tangente el a1 est parakle
ala cordeAB.
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16 Théoreme des accroissements finis

Justification intuitive :  on suppose qué) n'est pas enérement sité sous la corde
AB'; consicerons une droite (D,) d’équationy = mx + p, de penten = W=/
le parangtre p étant variable. Poup suffisamment grand,D,) est sit@ au dessus de
Ty ; en diminuantp, on obtient une valeup, € R, telle que(D,,) est au dessus de
Ty, et rencontrél’y en un point(zo, yo) ; la disposition relative d&’ et (D, ) implique

f'(xo) =m

Constguences fondamentales : notonsf : I — R une fonction @rivable sur I'inter-
valle I, alors :

1. si f’(x) = 0surl, f est constante sur l'intervallk;
2. si f'(x) > 0surl, f est croissante sur I'intervallg;
3. si f'(x) > 0surl, f est strictement croissante sur l'intervalle
Montrons par exemple la coaguence3 : sia,b € I, a < b, il existec €]a, b[ tel que

F(b) = f(a) = (b—a)f'(c); d'oU, puisquef’(z) > 0, f(b) — f(a) > 0 et f(a) < f(b).
On a deenonés analogues gf (x) < 0sur/, ousif’(x) < 0surl.Quelles eciproques
peut-onénoncer ?

Corollaire 2.1 Soientf : I — R une fonction éfinie sur l'intervallel deR, F etG
deux primitives d¢ sur I (c’'esta-dire queF’ etG sont cerivables et telles qué’(z) =
G'(z) = f(z) pour toutz € I). Alors F(z) — G(x) est constante suf : F(x) =
G(z)+ C, pourz € I etC € R. En particulier siF'(z) = G(z0) pour un pointz, € I,
alors F'(x) = G(x) pour toutz € I.

Attention : toutes les propétes énon&es ici s'appliquena desintervalles I; ces
proprietes peuvent tomber erethut si/ n’est pas un intervalle, par exemple :

1. f(z) =tan(z), v € X = |5, +5[U]5, +F [ Alors f'(z) = S35 > 0 maisf
n'est pas croissante Six.

2. f(z) = =2, X =] — 00,0[U]0, +o0l; les primitives def sont des fonctions de la
forme :

F )_{ Yo+ Coysiz >0

ou C; et(C, sont deux eels quelconque ; on voit que deux primitives quelconques
de f sur X ne different pas enéyeral d’'une constante.

Application a la définition de In(x) : la fonction logarithme @périen est l'unique

fonction cerivableF’ : ]0, +oo[— R telle que :
1. F'(z) = L pourz > 0;

2. F(1)=0.
On noteF'(x) = In(z). (on peut aussi utiliser la notation Log.
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2. DERIVEES DES FONCTIONS D' UNE VARIABLE 17

L'unicité deF" découle du corollair@.1; nous admettrons I'existence de(voir le cha-
pitre sur l'integrale). Puisqué”(x) > 0, In(z) est strictement croissante $0r+oo[. On
a aussi la propéte fondamentale :

Va,b >0, In(ab) = In(a) + In(d) (2.2)

Pourétablir cette relation, on remarque que paut|0, +oo| fixé, les fonctionsf (z) =
In(az) etg(z) = In(a) + In(z) ont la meéme erivée sur0, +oo[ : f'(z) = ¢'(z) = 1.
Comme de plug (1) = ¢g(1) = In(a), on af(x) = g(z). L' équation2.2 corresponch
x =b.

Convex#, concavié

Définition 2.1 On dit que la fonctiory : I — R (I intervalle) est convexe si, pour tout
a,b € I,a < b, lacourbey = f(x), (e < x < b) est sitiee au dessous de la corde3,

ol A = (a, f(a)), B = (b, f(b)).

Formulation analytique de la convexié : soienta,b € I, a < betz; €]a,b[; on peut
ecrirex; sous forme de barycentre destb affeces de poids convenables :

ry=ta+ (1 —t)b avecd <t<1

Un calcul facile montre qu’il faut prendre= bb‘_ﬁl. On montre que la hautedrtelle que
(x1, h) soit sur la corded B vérifie :

h=tf(a)+(1=1)f(b)
Dire que(zy, f(x1)) est au-dessous de la cordés revient dona dire que :

f(ta+ (1 —=1)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b) (2.3)

Dire quef : I — R (I intervalle) est convexe, c’est dire que Bigalie 2.3 est \erifiee
pour tout couple de points deet toutt € [0, 1]

Exercice : vérifiera I'aide de cette propgie que les fonctiong(z) = |z], g(x) = z*
sont convexes Suk.

Définition 2.2 On dit quef : I — R (I intervalle) est concave si, pour toutb € I,
a < b, la courbey = f(x), (a < x < b) est sitee au dessus de la cordéB, ou

A= (a, f(a)), B = (b, f(b)).

f est concave suf si et seulement si la fonction— — f(z) est convexe suf.
On peut caraériser tes simplement la convegitde f a I'aide de la érivee seconde de
f (lorsqu’elle existe) :

Théoreme 2.4 Si f est deux fois@rivable sur I'intervallel, f est convexe si et seulement
si f”(x) est positive suf
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18 Théoreme des accroissements finis

De méme,f sera concave sursi et seulement sf”(x) < 0 sur/!.

Preuve :

e supposong convexe, notond/, = (z, f(z)) etfixonsa,b € I, a < b. Si h est positif,
tel quea + h < b, la pente de la cordé/, M, ,, est infrieure (ouégale)a celle de
la cordeM, M, puisqueM, ., est sité sous la cordé, M. Donc : {&H=10) <

HB)-119) 't en faisant tendrie vers 0, on obtienf’(a) < &=/,
De méme, la pente d&/,_, M, est sugrieure olegalea celle deV/, M, ; d’'ou f(b%)hff(b) >
HO-1) (> 0) et en faisant tendrk vers 0, on obtienf’(b) > M=/,
Finalement,f’(a) < f'(b) : commea etb sont arbitraires danstels quea < b cela
signifie quef’ est croissante suret par congsquentf”(xz) > 0 sur/.

e Réciproque : supposong”(z) > 0 pour toutz € I; prenonsa,b,x; € I tels que
a < x; < b. D'apres le tleoeme des accroissements finis, il existec|a, z1] et
d €]z, b[ tels que :

pente(,M,,) = f'(c) , penteQLy, My) = f'(d)

D’apres I'hypottese, f est croissante suf et par consquent,f’(¢) < f’(d). On
obtient donc :
pente(M,M,,) < pente(\/,, M)

Cette iregali€ signifie quel/,, est site sous la cord@/, M,. Ce qui montre qu¢ est
convexe.

Exemples :
1. f(x) = In(z) est concave syp, +oo|
2. f(z) = 22, g(z) = 2* sont convexes sk
3. f(x) = sin(x) est convexe sur-, 0], concave suf0, 7| convexe sufr, 2r], etc.

Position par rapport a la tangente : si f : I — R est deux fois érivable sur/,
et convexe sul, la courbe reprsentative deg est sitiee au dessus de chacune de ses
tangentes :

Va,z €1, f(x) > f(a) + f'(a)(x — a)

La preuve de ceésultat est directe en posahitr) = f(z) — f(a) — f'(a)(x —a). On a
F'(x) = f"(x) > 0etF'(z) = f'(x) — f'(a) etdoncF’'(a) = 0. On a aussF'(a) = 0.
Le tableau de variation montre donc gtiéx) > 0.

Exemple : on asin(z) < z pourz € [0, 7], d'apres la concavé desin(x) sur [0, 7.
D’autre part, comme cette fonction est convexe[sur, 0], sin(x) > x sur[—m, 0].
Cette exemple conduit la notion de point d’inflexion.

Définition 2.3 Soit f : I — R, une fonction deux foisédivable sur I'intervallel, on

dit que la courbey = f(x) présente un point d’'inflexion efx, f(zo)) (zo € I) Si
f"(zo) = 0 et sif” change de signe e
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2. DERIVEES DES FONCTIONS D' UNE VARIABLE 19

4 Derivées des fonctions&ciprogues

Théoreme 2.5Soientf : I — R une fonction strictement monotone et continue sur
l'intervalle I, etg : J — R la fonction €ciproque def. Si f est cerivable au point € 1
etsif’(a) # 0, g est alors @rivable au poinb = f(a) etona:

Admettons la érivabilite deg enb; on a: f(g(x)) = = pour toutx € J. En cerivant
les deux membres par rappe@rt:, on obtient pour: = b : f'(g(b))g'(b) = 1. D’'ou la
relation.

Exemples :
1. f(x) = e” est la fonction &ciproque dén(z) : elle est donc @rivable et :

! . 1 . 1 __ T
f (.ZU) - ln'(e‘”) - 1/@”” =e€

On voit d’ailleurs quef”(z) = exp(z) > 0 et quef est donc convexe siR

2. On en eduit la cerivee def, = z* (x > 0, a € R);
on obtient, puisqug, (z) = e*™®)

fl (.ZU) _ gealn(z) — ae(a—l)ln(x) _ axa—l
X

(6%
D’ou f”(z) = a(a — 1)x>~? et on voit que :
e sia > 1: f, est convexe, croissante;
e Si0 <a<1:f,estconcave, croissante;
e sia <0: f, est convexe, &croissante ;

5 Fonctions trigonométriques inverses

5.1 f(x) = arcsin(x)

On appellearcsin(z) la fonction Eéciproque de la restriction dén(x) a l'intervalle

[—%,2]; sin(z) définit une bijection croissante de-Z, 2] sur[—1,+1] et arcsin(z)
est la bijection &ciproque d¢—1,+1] sur[-Z, Z].

Sia etb sont deux gels, on a Equivalence :

H<1 L fld<3
a = arcsin(b) b = sin(a)
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20 Fonctions trigonométriques inverses

Plus concetement, sjz| < 1, § = arcsin(z) est I'uniquefl € [—%, 5] tel quesin § = z.

Donc:
arcsin(0) = 0
_ ( 1 ) T
arcsin { —— = -
V2 4
) 1 s
arcsimn { — = =
2 6
arcsin V3 T
1 — = —=
2 3
Dérivée
arcsin est cerivable suf — 1, +1[etona:
1 1 1

arcsin(z)’ = cos(arcsin(x)) - /1 — sin?(arcsin(z)) N V1—a?

Convexite, parité

arcsin(x) est impaire, convexe sy, 1], concave suf—1,0]; I'origine des axes est un
point d'inflexion dey = arcsin(z).

5.2 f(x) = arccos(x)
On notearccos(x) la fonction Eciproque def(z) = cos(z),0 <z <=
arccos : [—1,+1] — [0, 7]

Si|z| <1, 6 = arccos(z) est 'uniqued € [0, 7] tel quecos(d) = z.
Ona:

cos(arccos(z)) =z si |z <1

arccos(cos(xz)) =z si 0<z <~

Exemples :
e arccos(—1)
e arccos(0) =

™

INIE] ||

2

® arccos <ﬁ> = %
Dérivee

arccos est cerivable suf — 1, +1[ et on a :arccos(z)’ = \/%7

Exercice : Montrer quearccos(r) + arcsin(z) = § pour|z| < 1
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5.3 f(x) = arctan(z)
On notearctan(x) la fonction €eciproque def (z) = tan(z), [z| < §
arctan : R — ]—E, E[
22

c’est donc une bijection strictement croissantéRdgur | —%, 2 |.
Siz € R, § = arctan(z) est 'uniqued € R tel que|d| < T ettan(0) = .

Ona:

T Ve € R

arctan(tan(z)) =z sif| < g

tan(arctan(z))

Exemples :

e arctan(0) =0

e arctan(l) = 7

e arctan (tan (%ﬁ)) = —

N

Propriétés : arctan est continue, strictement croissante, impaire ; de plus :
e lim, ., arctan(z) =
o lim, . arctan(z) = —F
arctan est cerivable, et
1

1+ 22

arctan’(r) =
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Exercices

Exercices

1. Vrai ou Faux?
(a) Toute fonction continue sur un intervalleest cerivable surl ;
(b) toute fonction @rivable sur un intervallé est continue sufr.
(c) La derivée du produit de deux fonction®idvables est le produit de leurs
derivées.
(d) si f etg sont deux fonctionsé&tivables suR alors(f o g)' = (f' o g)¢’
(e) Si|f'(z)| < M, alors

£(0) — f(a)| < M(b—a) (2.4)
2. Etudier la drivabilité en 0 des fonctions :
[ Vxsiz>0
(@) f(x)_{ 0 siz<O0

I
® 0 ={ g g7
3. Calculer les érivées successives des fonctions :
(@) f(z) =23+ 1 (z = 0 est-il un extremum ?)
(b) f(x) = cos(x);
© f(z) ==,
(d) sin(x) — x cos(x);
(e) xIn(z);
(f) e* cos(x).
4. (a) Etudier la variation de la fonction nwgrique f définie par la formule :

cos(4x)
cos(x)

T =

Déterminer les points d’inflexion du graphe fie

(b) Montrer quef(z) peut se mettre sous la forme d’'un palyne entan(z).
Résoudre directemen@guation :

tan!(z) — 6tan*(x) +2 =0

Retrouver le @sultat obten@ I'aide de la prendire question.
5. En utilisant I'inegali€ 2.4 de I'exercicel, montrer que :
(a) pour tout nombreé&elz non nul :

sin(x)

-1 <1

X
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2. DERIVEES DES FONCTIONS D' UNE VARIABLE 23

(b) Pour tout nombre&elz appartenand 'intervalle [0, 1] :

l1+z<e*<1+ex

(c) pourz; etx, nombreseels tels que < z; < x5 :
XrTo — T xr XTo — T
2 1 S 111—2 S 2 1

X2 1 X1

(d) pour tout coupléz, y) de nombreséels appartenalatl’intervalle} -7, g[ :
| tan(z) — tan(y)| = |z — y|

6. Utiliser lI'inégalie 2.4 de I'exercicel pour obtenir une majoration des nombres
reels :

A = V33-V32
B = In(1500) — In(1498)

7. Deux oiseaux sont peréb chacun sur un piythe de éleplrerique (diferent I'un de
l'autre) ; ils s’envolent en @me temps et vont se poser agme instant sur I'autre
pyldne. Formuler mamatiquement I’hypotse qui permet d’affirmer qu'’il existe
un instant @ ils sonta la méme altitude.

8. Soienta et b deux nombreséels tels qué® < b < a. Comparer les &rivees des
trois fonctions suivantes :

Va2 —b? sin(a:))

x arctan
~ ( b+ acos(x)

a—2b
T +— 2arctan
(Wtam%)

b+ acos(z) >

T > arccos (a n bCOS(:L‘)

Déterminer I'ensemble des pointsBeour lesquels ces trois fonctionsinoident.

9. Formule de Leibniz
Soientf et g deux fonctions: fois dérivables sur un intervallé. Montrer que le
produit f g estn fois dérivable surl et montrer que :

(fg)™W =CrfMg4+Crfng ... 4 C;f(n—p)g(p) 4ok O fg™

oucCy = p,(%p), sont les coefficients binomiaux
10. Utiliser la formule de Leibniz pour calculer legvees successives des fonctions :
@) f(x) = (z* + 1) sin(z)

(b) f(x) = ¢ cos(x)
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11. En cerivant de deux maares la fonction :
z— (14 2x)"

calculer:
(@ C+ 20y 4+3CT + -+ nC»
(b) Cp +22°Cy + 3°Cy + - - - + n?C

12. (a) Montrer que, pour tout couple déels positifs: etb tels queand < 1, on a la
relation :

arctan(a) 4+ arctan(b) = arctan (1(1 + bb>
—a

(b) Montrer que pour tout entier positif, on a :

1 1 1
arctan <2n — 1) — arctan (2n n 1) = arctan (2_712>

(c) Soitn un entier positif. [@duire de ce qui @oede une forme simple pour la

somme :
- 1
S, = ; arctan (2_k2>

13. Montrer que la fonctiorn(1 + ¢”) est une fonction convexe.
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2.1

Chapitre 3

Polynomes

Définition
Définition 3.1 On appelle polyimea coefficients@els de degrn, toute fonction de la
forme :
R—R

f: { v P(z) = Z?:o a7 aveca; € R,a, #0
Sia, = 1 on dit que le polydme esunitaire.
Si P(z) = a,x™ on dit queP(x) est un modme de dedn.
L'ensemble des polydmes dont le de@régala 0 est constitel des polydmes constants.

L'ensemble des polydmes dont le de@restégala 1 est constitel de 'ensemble des
droites.

Opérations sur les polyromes

Somme

Soientf(x) = Y77 a;ix" etg(x) = Y7 bja’ deux polydmesa coefficients &els, la
sommef + g est un poly®@me de ded@¥t = sup(n,m) défini par :

t
f(x) +g(x) =Y (@ +b)a'
=0
(avec la convention de cong&icer comme nuls les coefficients d’'indice &tipur au
dege).
Le degé def + g est donc inérieur ouégal au maximum des deégy de chacun des
polyndbmes. On &gali€ si les termes de plus haut degre s’annulent pas.

Exemple : Lasomme def(z) = 322 + 4 et deg(z) = —2% + 2z + 5 est le polyidme
dedege2:(3— 1)z +(0+2)r+ (4+5) =22>+2x+9
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2.2

2.3

26 Opérations sur les polyromes

Produit

Soientf(x) = Y7 a;ix’ etg(x) = > bja’ deux polydmesa coefficients &els, le
produit f g est un polydme de dedrs = n + m défini par :

fl@)g(x) =) <Z @kblk> !

=

(avec la convention de cong&icer comme nuls les coefficients d’'indice &tipur au
dege).
Le degé du polyrdme f g est la somme des dexg def et g et de coefficient,,b,),.

Exemple : Le produit def (z) = 32> + 4 et deg(z) = —2* + 2z + 5 est le polydme
de dege 4 :

(322 +4) x (—2* + 22 +5) = —3z*+62° + 152% — 42® + 8z + 20
= —3z" 4+ 62° + 112° + 8z + 20

Premeres propretes

Théoréme 3.1 Soit f(x) le polyrbme} """ a;z" , ce polyidme est la fonction nulle si et
seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Ce theoreme signifie qu’une fonction polyme s’identifiea la suite de ses coefficients.
Corollaire 3.1 Deux fonctions poly@mialesf et g €gales ont rames coefficients.

Pour cemontrer ce corollaire, il suffit de consgiger f — ¢g et d’appliquer le tkoeme
précedent.

Corollaire 3.2 Le produit de deux polygmes non nuls est un poyme non nul.

Démonstration : sinon, tous les coefficients du produit seraient nulg’;est de degn,
de coefficient dominant, et g de dege m, de coefficient dominarit,,, fg est de dedr
m + n avec coefficient dominant,b,, # 0.

On peutégalement traduire ceci en disant que si le produit de deux paiga est nul
c’est que I'un d’eux est le polygme nul. Une coreqquence pratique est que si I'on a
I'égalit'e fg = fh entre poly@mes aved # 0, alorsg = h.
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3. POLYN OMES 27

Division Euclidienne

Théoreme 3.2 Etant dont un polyidmeA(x) et un polytome non nuB(x), il existe un
couple uniqué@(x); R(X)) de polyrdmes tels que

A(x) = B(z)Q(x) + R(x) =z€eR

avec degé(R)< dege(B).

On dit que I'on a effectd la division euclidienne du polgmeA(z) par B(x) ; Q(x) est
le quotient,R(x) le reste.

Si le reste est nul, on dit qué(x) divise A(z).

Nous allons montrer ce #oeme sur un exemple.

Exemple : divisons le poly@meA(zx) par le polyrome B(z) avec :

A(x) = 22* =323 + 527 + Tz — 2
B(z) = 2*+x-2

Au préalable, on aura ordoaries deux polyémes suivant les puissancescdoissantes
dex. On dispose les polyyimes de la fagon suivante :

2t =32 4+ 522 +Tr —2 | 22+ —2
Divisons le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur :
24 2% = 222

Inscrivons le ésultat sous le diviseur (c’est le premier terme du quotient). Nous obte-
nons :
20t — 323 + 522+ Tx —2 | 24+ —2
2x
Multiplions le terme obtenu par le diviseur :

202 (2% 4+ & — 2) = 22% + 22 — 42

et soustrayons leésultat du dividende :

20t — 323 + 522 +Tr —2 | 2?2+ —2
—2z4 — 223 + 422 222
—52% + 922 + Tx — 2
Recommencons le processus en divisant le premier terme dudpody@siduel par le
premier terme du diviseur. Nous obtenons ainsi le deme terme du diviseur. Celui-ci
est alors multipke par le diviseur et legsultat soustrait du polgme esiduel :

—52% 2t = —5x

—Sx(r?+x—2) = —ba®— 522 + 10z
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28 Racine(s) d’'un polyrdme

20t =323 + 522+ T —2 | 22+ —2
—2x* — 223 + 422 222

r° — dx
—5x3 4+ 922 + T — 2
523 4+ bx? — 10z

1422 — 3z — 2
On recommence c&tapes jusqé ce que le de@rdu polyrdme Esiduel soit strictement
inférieur au dedr du diviseur (le polyame €siduel est alors le reste de la division). Ce
qui donne la division compte :

20t =323 4+ 522 +Tx —2 | P4+ —2
—2x* — 243 4+ 422 212 —bxr + 14

53 + 922 + Tx — 2
523 + 522 — 10x

1422 — 3x — 2
—142% — 142 + 28
17z + 26

Le quotient est donc :
Q(z) =22% — 50+ 14

et le reste :
R(z) = =17z + 26

Cas particulier : division d’un polygmeP(z) parz — a

Puisque le de@r du reste est strictement @nfeur au dedgr du diviseur, le reste est un
reel.

Théoreme 3.3 Le reste de la division du pol§me non nulP(z) par z — a vaut P(a)

Autrement dit, le reste de la division du pofme P(z) parz — a est la valeur obtenue
en remplacant para dans le polydme.

Racine(s) d’'un polyrome
Définition 3.2 On dit quea € R est racine du polydmeP(zx) si P(a) =0
En utilisant le tkoeme3.3, on voit que cette &finition implique :

Théoreme 3.4 Le polyromeP(x) admeta pour racine si et seulement si il est divisible
parz — a.

Corollaire 3.3 Sile polydmeP(x) pos®det racines distinctes,, ao, . . . , a; alors P(x)
est divisible pafz — ay)(z — as) ... (v — a;)

Si a; est racine, on peldcrire P(z) = (x — a1)Pi(x); puisqueay, # a; est racine de
P(z), il est racine deP (), etc...
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3. POLYN OMES 29

Corollaire 3.4 Un polyrbme de dedggn pos®de au plus: racines distinctes.

Soientay, as, . . ., a; les racines distinctes d&(z) on aP(z) = (x —a;)(z —ag) ... (x —
a;). En comparant les degg des deux membres, on voit que le éedgeQ)(z) est 0.

Ce corollaire implique que deux polymes de de@n égaux pourn+1 valeurs distinctes
sont égaux. C’'est une éyeralisation du fait qu’'une droite (polpme de dedr 1) est
détermiree de manire uniquea I'aide de deux points.

Définition 3.3 On dit que deux poly@mes sont premiers entre eux si et seulement si leurs
seuls diviseurs communs sont les constantes non nulles.

Cette cfinition implique, entre autres, que deux pdiymes premiers n’ont aucune racine
en commun.
On admettra le thoreme suivant qui concerne la factorisation des poiygas :

Théoreme 3.5 Soit un poly@mea coefficients&els de dedrn :
P(z) = Z a;x" aveca; € R
=0
P(z) peut sécrire de margre unique sous la forme :
P(x) = ap(z—21)" (x—29)" - - (x—22)" (24 pr+q1)" (P4 poz+¢2)* - - (4 ppmat-gn)™

ou z1, z9, . . ., x; SONt les racineséelles deP(x), deuxa deux distinctes , de multipliéit
hi, ho,. .., h, et dl les trifdbmes de typéxr? + px + ¢)*, deuxa deux distincts, ont deux
racines complexes conjuges, de multiplicé k.
Onahy+ho+ - +h +2(ki+ka+ -+ kpn) =n.

Ce treoreme signifie que tout polyimea coefficients &els se factorise en un produit de
facteurs du premier deget de tridmes du second dega discriminant Bgatif.

Fractions rationnelles

Les fractions rationnelles sont aux poiymes ce que les fractions sont aux entiers : un
guotient.

Définition 3.4 La fonctionf(x) est une fraction rationnelle si il existe deux pdiynes
P(zx) etQ(z) premiers entre eux tels que :

Vr € R flx) =

Comme pour toute fraction, le haut (le poyne P(z)) s’appelle le nurarateur et le bas
(le polyrdbmeQ(z)) le dénominateur.

Le degé d’'une fraction rationnelle eggala la difference du de@rdu nun&rateur et de
celui du cenominateur.
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30 Fractions rationnelles

Exemples :
e lafonctionf définie pour tout: par :
B 20 —4x +5

f(@) z+3

Le degé de la fraction rationnellg(z) estégala2 - 1 = 1.
e La fonctiong définie pour toutr par :

B 222 —4x +5
N 241
Le degk de la fraction rationnellg(z) estégala 2 - 2 = 0.
e La fonctionh définie pour tout: par :
2x 4

h — _
(z) r+3 x-—1

On note que la somme de deux fractions rationnelles donne une autre fraction ration-
nelle. En effet :

g()

Mz) = xz—f?w_xil
 2x(z—1) 4(z +3)
T o (@+3)(z—1) (z—1D(z+3)
22422412
(2 +3)(x—1)

Le degé deh estégala 0.
De la méme fagcon que tous les entiers sont des fractions, tous lesgomogsisont des
fractions rationnelles.
A l'instar de ce qui se fait pour les fractions, les fractions rationnelles pe@snad-
ditionnées, multiplees et me diviges. A chaque fois, l@sultat est une autre fraction
rationnelle.
Rappelons qu’on ne peut pas toujours diviser un paye par un autre. (Une particula-
rité que I'on retrouve aussi chez les entiers!)

b(z)

Théoreme 3.6 Soit une fraction rationnellef (z) = o

superieur ouégal au degen deQ(z).
Alors, pour toutz tel queQ(x) # 0, on peutécrire :

PW) _ g, B
0@~ PO o

e OU E(x) est un polydme de dedgr m — n, dit partie entere de f(x), et qui est le
quotient de la division d&(z) par Q(z) ;

e 0U R(x) estun polydme de dedr strictement irérieur au dege deQ)(x), et qui est le
reste de la division d&(x) par Q(zx);

o et ai Z2) est une fraction rationnelle

ou le degé m de P(z) est

~

fx) =

Q(w)
Ce theoeme est equivalent, pour les fractions rationnelles dademe3.2
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3. POLYN OMES 31

Exemples :
1. Soit la fraction rationnellef (z) = ”fgf’—f)? En notant que 1 n’est pas racine du
numérateur, on dduit que les polydimes sont premiers entre eux. Paug 1, on
a:
S5t +37 + 2 2?2 —2x+1

—5x* + 1023 — 52 522 + 10x + 15
1023 — 5x? +3x+2

—1022 + 2022 — 10x

1522 —Tx +2
—1522 + 30z — 15
23x — 13

etdonc:
23x — 13

_ 2
f(x) =5z +10{E+15+m

2. Soitla fraction rationnell¢f () = 241 | e denominateur n'ayant pas de racine

reelle, les polydmes sont premiers entre eux. On a, pour toatR :

z3 +x 322 + 2z + 3
—3 = 2/33;2 — 1sr — 2/g
_2/31-2
2/31% + 4oz + 23
4o + 2/3

etdonc : ) ) i

9r T3

S e S I T

Théoreme 3.7 Soit une fraction rationnelley(z) = gg; ol le degé deR(z) est stric-

tement inkrieur au degé deQ(z). En utilisant le tieoréme3.5 on peutécrire :

Q(zx) = )\(x—:vl)'“ (x—xg)h2 e (x—xl)hl(x2+p1x+q1)k1 (m2—|—p2x+qQ)k2 e (m2+pmx—|—qm)km

Alors pour toutr & {xy,xo,..

., 1}, la fraction rationnelle s2crit de mangére unique

sous la forme :

R(x)
= L
B Ay Ay Az - Ap,
C (z—a) (2 —a)ml (- )2 (x — x1)
N By By B; Bh,
(@ —a)t  (z—zp)27t (2 — ap)h2? (z — 22)
J’_ .
L Lo Ls Ly,
(@—a)h  (z—z)t (z—a)h? (z —x)
ML’L’"’M{ M2$+M£ MgZE—f‘Mé Mklilj'—i—M]/ﬂ

<I2 +p1x + (h)kl_l
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32 Fractions rationnelles

Nyx + N Nox + N, Nsx + N} N N;.Qx—I—N,’€2
(@2 + pox + @)k (22 + pox + q2)21 (22 + pox + q2)k2 2 (2% + pox + q2)
+ e
Tix+ T Tox + Ty Ty, o+ Ty,

_|_ “ e _|_
(2% + px + @)fm (22 + P + G )t (22 + P + @)

OUAl,...,Ahl,Bl,...,BhQ,Ll,...,th,Ml,...,Mkl,M{,...,M];I,Nl,...,NkQ,N{,...,N’/Q,
Ty, ..., Ty, 17, ..., T, sont des nombregels.

Ce treoeme, que I'on admettra, permet l@a@bmposition des fractions rationnelles en
élements simples.

Exemples :

1. Soitla fraction rationnellg (z) = 5"”&?3? .On a monte (exemplel du theoreme3.6)

que cette fraction rationnelle pouvaiéstire : f(x) = 522 + 10z + 15 + 2(2’;{‘1}5’.
Le theoreme3.7 permet décrire :

2B0-13 A B
(z-1)? (@-1? (z-1)

La détermination des constantdset B (unicité de la @composition) peut se faire,
par exemple, egcrivant :

28z —-13 A +B(x—1) _ Bz+(A-DB)

(x—=12 (2-1?2 (z-1?2  (z—1)?

L’ égalie doit avoir lieu pour tout: # 1, ce qui impose :
B=23etA—-—B=-13— A=10etdonc:

St + 3z + 2 ) 10 23
— =95 10 15 v 1
CE A ) A
2. Soit la fraction rationnellg (z) = m Les polyromes sonévidemment

premiers entre eux et le dégdu nun&rateur est strictement &rfieur au degr du
denominateur (de@r7), la partie enéire est nulle et pour tout différent de 0 ou
l,ona:

1 A B C Dx+FE Fx+G
x

=S+ + +
2?(x—1)(x24+1)2 22 (x—1) (22412 2241

En multipliant les deux membres deédjali€ parz? et en faisant tendre vers £ro,
on obtient4d = —1.

En multipliant ensuite par — 1 et en faisant tendre vers 1 on obtien€' = %

En reduisant au @me énominateur et en additionnant les fractions du membre de
droite, on obtient ;

1 = A(z—1)(2*4+1)*+Ba(r—1)(2*+1)*+C2*(2*+1)*+( Do+ E)2*(z—1)+(Fr+G)2? (z—1) (2*41)
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3. POLYN OMES 33

L' égali€ des nurarateurs pour tout différent de &ro et de un implique successi-
vement:B=—1,F =2 =G, D = ; = E. Finalement :

VRN WO W

z+1 3 z+1
2
T T

1
(x—1) §(x2+1)2+1x2+1

Vo ¢ {0,1}

bar-hen.net



34 Exercices

Exercices

1. Vrai ou Faux?
(a) les fonctions suivantes sont des pdymes :
i. T
i, z*
. e”
V. 2%a € Z
(b) les seuls polydmes inversibles sont les constantes non nulles.
(c) le produit de deux fractions rationnelles est une fraction rationnelle.
(d) la somme de deux polyimes de de@m est un polydme de dedgrm.
2. Calculer la division deP(z) parQ(z) pour les cas suivants :
(@) P(z) =a* + 2% — 1622 + 112 + 16, Q(z) = 2® — 17z + 25;
(b) P(z) =2+ 2% —32® —do — 1,Q(z) = 2® + 22 —x — 1;
(€) P(x) = z* + 72 + 1922 + 232 4+ 10, Q(x) = x* + 72 + 182 + 227 + 12
3. Trouvez les racines dB(x) (attention il peut y avoir des racines multiples) :
(@) P(x) =25 — 62" — 42 + 92% + 122 + 4
(b) P(x) = x° — 102> — 202® — 15z — 4
4. Décomposer ealéements simples les fractions rationnelles suivantes :

(22 +2)
Al = oy
% 4 223
)3 —
(7) = i D@ D
1
F p— pu—
R P ey
T+ 2
F =
0 = S hE e
205 + 322 — 1
F5(£L’) = ($2+£L‘+ 1)3
(327 — 5t + 42 — 11lx + 1
Fole) = (22 + 2 + 1)1994
xr
Fr(z) =

o+ D@+ 17

5. Soit » un entier naturel non nul. Trouver l&dvee n-ieme des fractions ration-
nelles suivantes :
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1.1

1.2

Chapitre 4

Formule de Taylor-Développements
limit es

La formule de Taylor

Soientf : I — R une fonction, (érivable autant de fois qu&nessaire) sur I'intervallg
a un point del etm un entier. La formule de Tayla@r I'ordrem permet d’approchef(z),
pour  voisin dea, par une expression né&pendant que dg(a), f'(a), ..., f™(a) et
dex (et donc pas d¢(x)).

Casnm =0

On approchef(x) par f(a); I'erreureg(z) = f(z) — f(a) peutétreévalleea l'aide de
la formule des accroissements finis :
il existed entrea etx tel quef(x) = f(a) + (x —a) f'(0) et

leo(2)] = | f(z) — f(a)| < Mi|z — af
si M, est un nombre positif majorant’(¢)| lorsquet parcourt!.

On retiendra que I'erreur est (au plus) de I'ordrgde- a|. On dit queey () est, lorsque
x tend verss, un infiniment petit d’ordre (swgrieur ouegala) 1.

Casnm =1

On approche (x) par la fonction affine y(z) = f(a) + f'(a)(x — a).

D’un point de vue graphique, on passefda g en remplacant la courhe= f(x) par la
tangenteh cette courbe au poiiit, f(a)) ; intuitivement, cette tangente est la droite qui
"colle” le plusa la courbey = f(x) au voisinage déa, f(a)). Lerreur peutetreévaliee

a l'aide de la formule de Taylor :

Théoreme 4.1 (Formule de Taylora I'ordre 1) Soith € I; il existe un &elf compris
entrea etb tel que :

F(0) = F(@) + F @)~ a) + 5 £6)(b— a)
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38 La formule de Taylor

Démonstration : consicerons la fonction
o(x) = f(x) = f(a) = f'(a)(x — a) — c(z — a)®

La constanter étant choisie telle que(b) = 0. (¢ = HHO=L0 4 2 g)
Commeg(b) = ¢(a) = 0, il existe d’apes le tleoreme des accroissements finis (voir

théoreme2.3) un nombred; entrea etb tel que :

#(0) =0

c’esta-dire :
f1(01) = f'(a) = 2c(61 — a) = 0
et
_1F6) - fa)
2 0, —a
En appliquant une nouvelle fois le&beme des accroissements finis, on obtient qu’il
existe un eeld entrea et tel que

c=31"(0)

buisqueﬂb) =0,0na:

F0) = F(@) + F (@) a) + 5 £(6)(b — )

En regardant I'approximation dé(x) par f(a) + f'(a)(z — a), on voit que I'erreur
e1(z) = f(z) — f(a) — f'(x — a) peut sécrire :

(@) = 5 f60)(x — a)

Donc siM, est un nombre positif majorant” ()

, pourtoutt € I, ona:
1

le1(2)] < 5Mofz — af?
2

L'erreur est, au plus de l'ordre de — a|? lorsquez — a. On dit que, pourr — a,
e1(z) est un infiniment petit d’ordre (sépieur ouégala 2) ; on notera que, pour— a,
2|2 — af? estinfiniment plus petit qué?; |z — al.

Exemple 1 : supposong convexe sur ; alors f”(x) > 0 sur . Par congquent pour
chaquex,b e I :

f(b) = f(a) + f'(a)(b—a)

(puisquef”(0) > 0). La courbey = f(z) est donc au dessus de la tangente au point
(a, f(a)). Ce sultat a dja éte obtenua la sectiorB. 1
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4. FORMULE DE TAYLOR -DEVELOPPEMENTS LIMIT ES 39

1— cos (2z)

Exemple 2: déterminons la limite pour — 0 de —3 (forme 0)
Appliquons la formule de Tayld f(z) = 1 — cos(2x) au pointa = 0.
Onaf(0) =0, f/(0) =0etf"(z) = 4cos(2x). D’'ou :

1 —cos(2z) Sf"(0)x* 2,
32 =7 322 gf (6)

0 étant un eel sitte entre 0 etr, § — 0 quandz — 0 etlim, o f"(0) = 1. Par

congquent :

lim 1 — cos(2x) _ 2
z—0 3x? 3

Cas ¢eneral

On approchef (z) parg(x) = f(a) + f'(a)(@ —a) + f"(a) S5+ 4 f0m) (@) )
Remarquons qug(z) est un poly®me de dedg¥m et que :

g(a) = f(a) g'(a) = f'(), ..., g™ (a) = fP(a), ..., g™ (a) = [ (a)

On peut montrer que(z) est le seul polydme de dedr m, admettant au point les
mémes @rivées successives, d’ordre @énieur ouégala m, que f. En ce sensg(z) est
parmi les poly@mes de deg@r inferieur ouégala m, celui qui "colle” le plusa f(z)
lorsquer — a.

Lerreure,,(z) = f(x) — g(x) peutétreévalleea I'aide de la formule de Taylor d’ordre
m:

Théoreme 4.2 (Formule de Taylor) Si f estm + 1 fois dérivable surl, et sia etz sont
deux points d€, il existe un el compris entre: etz tel que :

(z — a)2 m+1

2

(x — a)m+f(m+1)(0) (x —a)

+- () RCESYE

f(@) = fla)+f'(a)(z—a)+f"(a) —
En particulier , si|f(¢)™*)| < M au voisinage de, I'erreur e,,(z) est de module

inferieura M x '“"”(m‘ﬂ'r1+ C’est un infiniment petit d’ordre (sépieur ouégal)am + 1.

Exemples :
1. Prenonsf(z) = €%, I = R, a = 0. On obtient, si est un entier positif :
n xn+1

=l ol
T n! (n+1)!

ou # est compris entre 0 et
Siz >0, e’ > 1; 0n en @duit que pour tout > 0, et tout entien > 0, on a:

n+1 n+1

x>1+x+ +x”+ x S _©
6 e DR _
- 1! nl " (n+1)! 7 (n+1)!
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40 Développements limiés : cefinition, premieres propriétés

En particulier, commg; > Tt -

lim — = +oo 4.1)

On peut plus gréralemenenoncer :

au

(@) lim, 1o <5 = +o0 poura > 0, 3 € R (en posank = au ON se ranenea
la formule4.1)

(b) lim,_ o v’e @ =0sia >0, €R
Dans tous les cas "I'exponentielle 'emporte sur la puissance”.
2. Prenonsf(z) = sin(z), a = 0. Pourz > 0, il existed, etd, compris entre 0 et

tels que :
3 3
flx)=o— %608(91) > — %
¥ ot ot
t =x— — + —si <gr——4+—
e flx)==z 5 + o sin(fy) < z 5 + ol

On obtient ainsi un encadrementde(x), a I'aide de polyBmes.
On remarque aussi que la fonction sirgtant impaire, la partieeguliere de son
déeveloppement ne contient que des exposants impairs de

3. La formule de Taylor est applicable aux pofynes de de@m. lls sont infiniment
dérivables et la drivee d’ordren + 1 est identiquement nulle. On peut remarquer

que :
f(z) = ag+ a1z + agz® + - + a, 2" = f(0) = qy
f'(x) = ap + 2097 + 3a3x* + -+ na,a"t = f(0)=a,
') =2x1xas+3x2a3x---+n(n—1a,z"? = f(0) =2lay
fO@)=3x2x1xas+---+nn—1)(n—-2az"3 = f30)=3las
etc.
on a donc bien :
"0 (n) 0
f(z) = f(0)+ f(0)x + f2—(|):v2 +- 4+ / n'< )x"

Développements limiés : definition, premiéeres propriétés

Définition 4.1 Soit f : I — R une fonction éfinie sur un intervalle contenant O et
I # {0}. Soitn un entier positif. Bterminer un @veloppement lirétde f, a I'ordre n,
au voisinage de 0 (ou en 0), c’est trouver des coefficients, . . . , a,, tels que I'on ait :

flx)=ap+ax+ -+ a,a" + 2"€(z)
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avec
lime(z) =0

z—0

En d’autres termes [f(z) — (ag + a1z + - - - + a,2z™)| est un infiniment petit d’ordre
strictement plus grand que; c’est une quanté infiniment plus petite que|”.

Commencons par formuler deux pragéiséléementaires :

Unici€ du developpement lingt

Théoreme 4.3 Une fonctionf admet au plus un&leloppement liméta I'ordre n en 0.

Autrement dit, les coefficients, aq, . . . , a,, sont cetermirés parf. Supposons en effet
que l'on ait, pourr € I :

ap+a1x + -+ aa” + 2" (x) = bg+ bz + - 4+ byr” + 2"ex(x)

pour deux systmes de coefficients, ai, ..., an, by, ..., b, et deux coefficients, ete,
tendant vers 0 en 0.

En faisant tendre vers £ro dans chague membre, on obtiada limite :a, = by. En
divisant ensuite par, on obtient, puisque, = b :

ay 4+ aox + -+ a2 e () = by Fbox 4 -+ b 4 2" ey (2)

En faisant tendr@ nouveaur vers £ro, on obtient (sh. > 1) a; = b;. On peut alors
de nouveau diviser par pour obtenir (sin > 2) a; = b,. On montre ainsi de proche en
proche que ag = by, a; = by, ...,a, = b,.

Troncature d’'un dveloppement limat

Si on a un éveloppement limé de f a I'ordren (en 0), on obtient le &veloppement
limité def a l'ordrep, p € N, p < n par "troncature” (.. en conservant les termes
d’ordre inferieur ouegalap) :

Si: f(z) =ap+ a1z + - + a,a™ + 2"€(x) pourx € I aveclim, ge(x) =0
alors:  f(z) =ag+ a1z + -+ aprP(ap 1 + appox® + -+ + @z P + 2" Pe(x))
c’'esta-dire :

f(x) =ao+a1v+ - +apa” +2Pe(z) aveclim, e () =0

On voit donc que s admet un DLa I'ordren en 0, le polyome P} (z) = ag + a1 +
-+ ayz™ tel quel f(z) — P7(x)| soit un infiniment petit d’ordre strictement plus grand
qguen est uniquement&ermiré. On dira que ce polyyime est le dveloppement limé

de f, al'ordren, au voisinage de 0.

Pour une fonctiory assez&guliere, la formule de Taylor (voir #oeme4.2) donne (au
moins tleoriquement) ce&eloppement :
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42 Opérations sur les ceveloppements limiés

Théoreme 4.4Si f estn fois cérivable surl, 0 € I et # {0} et si f™ est continue,
ona:

n

F@) = FO) + F(O) 3 +---+ FV(0) = +a"(x)
ou la fonctione(z) tend vers 0 quand — 0.

Démonstration : d’agrs la formule de Taylor, on a pour un certdinompris entre 0 et

X .
n—1 n

i+ 10

£(@) = FO) + f(0) 3+ + VO

n!
et

n

F(@) = FO) + )55+ + [ 0) +a"e(a)
donc: )
() = (7 (0) ~ £7(0))
En utilisant la continué de £ en 0 on dim,_, e(z) = 0.

Le theoreme permet dcrire le DL des fonctions suffisamment "simples’h’'importe
quel ordre. Par exemple :

e e =1+2Z+ - +L 43" ()

° COS(x) =1- z—? 4+t <_1)N(:§i”)! + $2n€2(x)

o sin(v) =z — L+ + (_1)n% + a2l (x)

(n entier quelconque éim,_.o¢;(x) = 0).

On peut @velopper de @me(1 + z)%, (« € R);le DL al'ordre 3 est:

14+z2)*=14ax+ a(a2— 1)1’2 + ala - 1(2(04 — 2)x3 + 2¢(2)

aveclim,_q e(x) = 0.
Le casa = —1 est particukerement important, et s&duit (sans passer par la formule de

Taylor) de la formule de la progressioaa@nétrique :1 + o + - - - + 2 = 152
1 2 n n
1Tz = I+z4+a+- - +a" +2"(x)
1
T2 T+ + (=1)"z" + 2"ey(x)

aveclim, g ¢;(z) = 0.

Opérations sur les ceveloppements limiés

Somme

Le DL al'ordren de f(x) + g(z), (au voisinage de 0) s’obtient en ajoutant tedrterme
les DLa l'ordren de f(x) etg(x) :
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Si f(z) =ap+ a1z + -+ + aa™ + 2" (z) etg(x) = by + byx + - - - + bya™ + 2"y (7)
aveclim,_. ¢;(z) = 0, on obtient en ajoutant :

f(x) +g(z) = (ao + bo) + (a1 + b1)x + -+ + (an + by)2" + 2"e3(x)

ou 63(1’) = 61(1’) + EQ(I) et donChmxﬁo E3(I) = 0.

4.2 Produit

Distinguons d’abord deux c&émentaires :

xzf(z): sion aun DLa l'ordren de f(z) en 0, on a imradiatement un DLa l'ordre
n+ 1 dexf(z); il suffit d’écrire, sif(x) = ag + a1z + - - - + a,2™ + "¢ (x) (et
lim, o € (x) = 0), que :

vf(z) = apz + a1 + - 4+ a4 2" ey (2)

On obtient de rame un @veloppement liméa l'ordren + 2 dez?f(z).

: onsupposg(0) =0, f(x) = ap+az+- - -+a,z"+2"€ (x) (etlim, o € (x) = 0)
avecn > 1. On peut donc prolonger par contiriia fonctionf® enz = 0 (avec

x

la valeura;). On obtient un DLa I'ordre (n — 1) de@ enécrivant :

f(x)

L =y A+ a4 azz® 4+ a2 ()
T

~

—
8

N

H ‘

sin(z)

Exemple : alordre5:

2 4

sin(z) 1 3 a2 6 x x 5
= — —_ — _ f— 1 [ JE—
" " (x i + 120 + 2°€(x) 5 + 120 + 2°€(x)

Cas cenréral

Supposong(z) = agtajz+- - -Ha,z"+x"€ (z) etg(x) = bo+bix+- - -+bx"+a"€es(x)
aveclim, o¢;(x) = 0, on obtient un DLa l'ordre n de f(x)g(z) en developpant le
produit :

(ap + a1z + -+ - + apa™ + 2" (x)) (b + byz + - - - + bpa™ + x"ea(x))

en regroupant les termes déme degg, et en ne conservant que ceux de degferieur
ouégalan (et ai n'appardt ni ¢; ni €3). Tous les autres termes sont des infiniment petits
d’ordre strictement sugieuran.
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44 Opérations sur les ceveloppements limiés

Exemple : DL al'ordre 3 de;“- (pourz — 0):

x 2 3
= (1+x—|— %+% +I‘361(ZE)> (1+z+ 2% +2° + 26 (7))

1 1 1
= 1422+ 2? (§+1+1)+x3 (E+§+1+1)+x36(x)

5 8
= 1+2z+ §$2 + gx?’ + 2%e(w)

lim, o €(x) = 0.

Composition

Cas particulier : f(z?)
Sif(x) =ap+arz+---+a,x"+a"€ (x) aveclim, . €;(z) = 0, on aimnédiatement :

f(@?) = ag+ a12° + - + a,z”" + 2*"€e(x)

avece(z) = €;(2?) et donc un DLa I'ordre 2n de f(z?) (pourz — 0). On traiterait de

méme les fonctiong (z?), ..., f(z*) (k entier> 2), ou f(—2?), ..., f(—x*).
Exemples :

1_1$2 = 1+2°+2'+ -+ 2+ 276 (2)

rlﬂ = 11— +2* — -+ (—1)"2® + 2™y (1)

aveclim,_ ¢;(z) = 0. (Ces @veloppements seéduisent de-— et ——

- 1+x/°
De meme
1

V1—22

lim,_o e(z) = 0. (puisque(1 +u)~ 72 = 1 + Tu+ 3 + uPe(u))

2
3
— (- ’=1+ ‘% + St 4 a'e(n)

Cas genéral @ f(g(x))
on suppose que pour un entiepositif donre : f(z) = ag + a1z + - - - + a,2" + 2"€ ()
etg(x) = bz + - + b2" + 2" (x) aveclim, .o ¢;(z) = 0.
On remarque que par hypétseg(0) = 0 et memelim, .o g(x) = 0.
D'ou:
flg(z)) = ap+ay (i + -+ byx" + x"e(x)) + - -
+ay, (byx + - + bpa™ + a6 ()" + g(z) e (g(2)) 4.2)

Commeg(z)"e1(g(x)) = 2™ (byx + -+ - + bpa™ + 2"ex(x))" €1(g(x)) = 2"e3(x), on voit
queg(z)"e;(g(x)) est un infiniment petit d’ordre sépieur ouégalan.
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On en eduit le DL limité a I'ordre n de f(g(x)) (pourz — 0) en remplacant dans
' équation4.2 chaque termey, (byz + - - - + b,z™ 4+ 2"€(z))* par son éveloppement
en omettant les termes de degu@rieuran (par rapporfaz) et ceux @ apparét e ().
Les termes omis sont en effet des infiniment petits d'ordré@sepr ouegalan.

Exemple : DL d’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonctigiw) = 5(®)

3 5
sin(x) = x—%+%o+x6el(x)
2 .3
¢ = 1y+ L+ ey
2 6
lim, . €;(z) = 0.
Ona:
2 5\’ ) 2\
( _54_@) = (1—5) + x°€e3(x)
2
_ g2 (1—%)+x564(x)
De méme :
2 5\’ 5 2\
($_§+m) = z (1—5) + 2°¢5(x)
2
= 28 (1—%)—|—(E566(ZL‘)
et:

3 2 \*

IS .ZUS >
(x — =+ —) = 2”4 2°es(x)

Et donc en substituasin(z) dans le DL de=Y et en ne conservant que les ndomes de
degg inferieura 5 on obtient :

esin(x):1+x+%_$_——+l’5€($)

lim, o €(z) = 0.
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46 Exemples d'utilisation des ceveloppements limiés

Primitive d’un @&veloppement lingt

Définition 4.2 Supposong dérivable surl, (0 € I et] # {0}) et pourn entier positif
fixé, supposons :
fl(x)=a0+az+ -+ aa" + z"e(x)

lim, o €e(x) = 0.
Alors f admet le DLa l'ordre n + 1 suivant :
2 :En—&—l

x
f(:lf):f(0)+aozv+a1?+...+ann+1

+ an+1€1 (ZE)

lim, 0 €1 (z) = 0.

mk+l

En d’autres termes, on remplacer® paray = pourk = 0,...,n eton ajoute le terme
(d’ordre 0)£(0). Si f est(n + 1) dérivable et telle qug ™+ soit continue en 0, laégle
se \erifie facilement en comparant leéwkloppements de Taylor deet f'.

Exemples : pour tout entiern positif :
1. Commeﬁ =1—-22+ 2+ 4+ (=1)"2® + 22" (v) aveclim, g e (z) =0

ona:
3 5 2n+1
arctan(z) = x — % + % 4ot <_1)n2xn — + 22 ey (2)
aveclim, g ex(x) =0
2. CommeHLx =1l—x+22—.. -+ (_1)nxn + l’nEg(ZE) aveclim,_., 63(1‘) —0on
a.
2 3 n+1
ln(1+x):x—%+%+...+(_1)ns+1 + a"ey ()

aveclim, g eq(x) =0

Exemples d'utilisation des @veloppements limiés

Formes indtermirees?
Soient f et g deux fonctions sur lintervalld, supposons qué € [ (I # {0}) et
lim, o f(z) = lim,_o g(z) = 0 et cherchons la limitéventuelle déim,_., % Ima-

ginons qu’on sache calculer le DL ¢iéx) pourz — 0, a un ordre faisant appdatee un
terme non nul, et de &me poury(z) :

f(x):anxn + 2"¢; (Z‘) . e B
{gub%ﬂ+ﬂaw aveclim e () = lim ex() =0
an, # 0, b, # 0 etn, p entiers positifs. On enatiuit :

@) ptatalo)

g() by + €a(x)
D’ou le resultat :
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e sin > p, //, tend vers 0 (pour — 0);

e Sin=np, % tend vers‘;—; lorsquezr — 0;

e Sin<p,lim , . /@) tend verstoo selon le signe déz-.
2>8 g(x) D

arctan(z)—x
sin(z)—x cos(z) ?

Exemple : lim,_.
On aarctan(z) —x = —% +23€¢; (), etsin(z) — x cos(x) = (x -z > - <1 —Z ) +

riey(x) = I—; + xe3(x).

On en dduit ; -2<t@@-z__, _ 1 |orsquer — 0.

sin(z)—z cos(x)

Etude pour z — a

On étudie une forme irietermirée% pourz — a (on suppose quém,_., f(z) =

lim,_, g(z) = 0). On se ramnera toujours au cas= 0 en posantt = a + u, et en
a+t+u

étudiant pour: — 0 la quantié —§Ea+u;

Etude pour z — 400
On cherchdim, . o, %; on se ramenera encor@ uneétude au voisinage de 0, en

1
posantr = % et enétudiantjgcgif)) pouru — 0, u > 0.

u

: - 26,18
Exemple : calculons, si elle existdim, ., { 202 "—2 =4
(1+z) B—x 3

En utilisant la formule (1 + u)* = 1 + au + ue(u) aveclim, g e(u) = 0, 0ona:

1
1\ 1 1 /1 1
(1—|—x2)1/6—x1/3 ENE ((14—;) — 1) =B (1+ — + 1361(:18) — 1> =B (— + ﬁq(:ﬁ)

622 622

De méme :

1
1\ 11 11
(l—l—x)l/?’—ml/3 =B (<1+—) - 1) =B (1+—+—62(x) - 1) =B (——|— —€(7)
x x

3z 3r

ou lim, 1 €1(x) = lim,_, 1o €2(x) = 0. On en @duit :

1
x(1+x2)1/6—x1/3> xxB(G%vL%e (z)) §+eal)
(1+z)B -2 x1/3(i—|—

ce qui montre que la limite existe et vaéJt
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48 Etude d’'une branche infinie (recherche d’asymptote)

Etude d’une forme inetermiree 1>

On cherche la limite pour — 0 de f(z) = (cos(x)):%?.
Onécrit :
COS([L’)E% _ 69%2 In(cos(z))

et on est ramea I'étude de’; In(cos(x)) pourz — 0. C'est une forme inétermiree 2.
Effectuons un DLa I'ordre 2 deln(cos(x)) (pourx — 0). :

{ In(l1+u) = u+ ueq (u)
u = cos(x) — 1=—% + 2%€;(x)

ou lim, 1 €1(x) = lim,_, 1o €2(x) = 0.
En composant les DL, on obtient :

In(cos(z)) = (—%2 + :c%g(x)) + z° (—1 + 62(:1:)) er(u) = _ + 22es(z)

ou lim, 1 €3(x) = 0.
D'ou :

1
ii_)rﬂg ﬁln(cos(x)) =-3 et glcil%(cos(a:))x? = NG

Etude d’une branche infinie (recherche d’asymptote)

On se propose dtudier la branche infinie; — +oco de la courbey = f(z) = (1 — 2% +
z3) E

Direction asymptotique :
1
3
1 1
—f(x) = (—3 -—+ 1> — 1 pourr — +oo
i T i
1
Asymptote : onformef(z) —x == ((Il3 —141) B _ 1),

Utilisons le DLa I'ordre 1 :(1 + v)1/3 = 1+ % +ve(v) aveclim, g €;(v) = 0 pour en
déduire : . y
(1-—u+u’)B—-1= —§+U€2<U>

aveclim,_.g ex(u) =0
Par conéquent :

flz)—x=x (—i + 162(:10)> — —% quandr — +o0

3r «x

y = f(z) admet donc, pour — +oo, 'asymptotey = = — %
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Position par rapport a 'asymptote : il s'agit d’étudier le signe, pout grand, de
flz) —x+ % :

N P R
f(a:)—(:t—g)—u((l + u?) 1)+3 OUu =~

On effectue un Dla I'ordre 2 de(1 — u + u3)1/3. Ona:

1
(1+v)B=1+ g — Ut () lmé(0) =0

et en composant avec= —u + ud

. 1
(1—u—|—u5)l/3:1—%+§u2+u2e’2(u) }Lji%e’z(u):O

Par conéquent :

1 3\ 14 r 1 , B 1 .y B
E((l —utu’)B—1)+ 3= —§U+UE2(U) =u (—§ +62(u)) llgr(l]eQ(u) =0

Pouru > 0, assez petit-5 + e;(u) < 0. Ce qui prouve qug(z) — (z — 5) < 0, pour
x assez grandi(— +o0) et par congquent la courbg = f(x), présente une branche

infinie situé sousl'asymptotey = = — 3 (z — +00).
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50 Exercices

7 Exercices

1. Vrai ou Faux?
(a) Toute fonction continue sur un intervalleadmet un éveloppement limé.
(b) Un développement limé d’ordren est un polydme d’ordren + 1.
(c) les coefficients pairs du DL d’'une fonction paire sont nuls.

(d) Toute fonction admettant uresleloppement limé d’ordre suprieur ouégal
a 1 posede une asymptote.

(e) Le logarithme I'emporte toujours sur la puissance.
(f) La dérivee d’'un DL est le DL de laé&rivée.
2. Déterminer le DLa I'ordre 4, au voisinage de 0, des fonctions :

2

@ firzr 1;;4
) fo:a— 2
3. Déterminer par deux éthodes, le @veloppement limé d’ordre 3, au voisinage de
0, de la fonctionf : z — tan(x).
4. Déterminer le DLa I'ordre 3, au voisinage de 0, des fonctions :
@) f1:z— 1+ zsin(x)

(b) fo: s S002)

(©) f3:2— /14 xcos(x)
5. Déterminer le DLa I'ordre 8, au voisinage de 0, de = — tan(x), en remarquant
quef =1+ f2.
6. Calculer le DLa I'ordre 5, au voisinage de 0, de la fonctigdéfinie par la formule
suivante :

—cot(2x) .
f(a;)ztan(x—l—%) siz#0
et prolonger par continuét
7. Déterminer :
(a) hmx—»O
1— cos(x)
(b) hmﬁﬂo tan?(z)

Vitz— (+§)

1—cos(2x)

(d) hmwo\/ /iyt

earcsin(z) _ psin(x)

(e) lim,_o & —arctan(z) _gtan(@)
8. Montrer qu’au voisinage de oo :

\/ +m—\/x+\/ﬁ7~

T— s1n(z)

(C) hmaj—»O

2\/_563/2
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9. Déterminer le DL d’ordre, au voisinage de 0, de la fonction :
fra—=(1+2)",neQ

en ceduire la formule du bidme de Newtoril + z)™ oun € N*

10. Déterminer :

(@) lim, _ Y2522

(b) lim,_., Y2553

sm( )—\/gcos(:c)
2cos(z)—1

(d) lim, = (sin(z))" )

. arcsin(z)2—"/16
(e) lim, 1 ——5 55"

V2

() lim,_. %

11. Déterminer le DL d’ordre 3, au voisinage de 0, de la fonctipn z — /1 — z — 22
12. Donner une valeur approeh dey/1.02 et estimer I'erreur.

13. Donner une valeur approeh desin (100) et estimer l'erreur.

14. Déterminer le DL d’ordre 3, au voisinage de 0, de la fonctign z — arcsin(z).

En ceduirelim, ., 2<2®) et |a position de la courbe regsentative dg par rap-
porta la premére blssectrice.

15. Etudier la pésenceeventuelle d’asymptotes ou de directions asymptotiques pour
le graphe des fonctions suivantes quarténd verstoo :

(c) lim,_, z

@ f(r) = 2
(b) f(z) = ( )arctan( )

1
(© fa)= (a2 +1)"
16. Montrer que la fonctionn(1 + e*) est une fonction convexe (voir exercitd du
chapitre2). En ceduire que si est un entier positif et;, b; des Eels positifs pour
1=1,2,...,n,0na:

" H(az+bz) Z " Hai” Hbz
=1 =1

i=1
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Chapitre 5

L'int egrale

Définition de [ f(x)da

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur l'intervalle, b] (a,b € R, a < b).
Donnons nous, pour chaque entier positiin cecoupage dg:, b] enn intervalles ; un tel
déecoupage est obtenu en marquant 1 points :xg =a <11 < - < T, 1 < T, = b;

on dit queo,, = {x¢, x1,...,T,_1,x,} €St une subdivision de, b].
Le pas de cette subdivision est pa&fidition le maximum des longueuss — g, x5 —
x1,...,T, — Ty, le pas mesure la "finesse” diecbupage assdea la subdivision.

Notonsd,, le pas de la subdivision,.
A chaque subdivision,,, on peut associer une somme :

[y

Sp = f(@r)(@pr — 7)) = f(xy) Ay,

0

7
AN
3

i
o
i

Interpr étation geométrique : S, repesente une aire ; giest positive sufa, b], S,, est
la somme des aires des rectangles de basey. 1] sur 'axeOx et de hauteuy (xy,).

Si f est de signe quelconque, il faut comptégativement I'aire des rectangles sisu
dans le demi plag < 0.

Il est alors intuitif que si lorsque augmente indfiniment le pas, du decoupager,
tend vers &ro, alors les sommes, tendent vers l'aire de leégionX; = {(z,y);a <
r<betd<y< f(x)ouf(xr) <y <0}

Ces considrations rendent plausibles l&theme suivant que nous admettrons :

Théoreme 5.1 Silim,,_., 6, = 0 alors S,, tend vers une limite finie irfighendante de la
suite de subdivisions, utilisée. Cette limite est appad I'intégrale def sur I'intervalle
[a,b] et elle est ncﬁeff f(x)dz.

Exemple : Prenonsf(z) = 1; alorss,, = Z;é(xkﬂ —x) =Ty — 29 =b—a.On
voit donc quefab dz = (b —a)

53
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54 Premieres propriétées

Conventions : on posefab f(z)dz = — [ f(z)dz. On convient aussi que l'idgrale
de f sur un intervalle &duita un point est nulle {* f(z)dz = 0 pour toutc € [a, b).

Extension : tout ce qui pecde sétend au cas d’'une fonctigh : [a, b] — R continue
sur|a, b] sauf sur un nombre fini de pointsig' admet une limit& droite et une limité
gauche finies (discontin@tde prengre espce).

Premieres propriétés

Les trois propietes suivantes seeduisent facilement de I&éinition de I'integrale :

Linéarité de I'integrale

Si f etg sont continues sur l'intervallg, sia,b € I etsiA € R,ona:

/ab(f(:v) + g(z))dz = /abf(:c)dm + /abg(a:)d:c
et

/ab)\f(x)dx = )\/abf(x)dx

Relation de Chasles

Sif : I — R est continue sur l'intervallé et sia, b, ¢ sont trois points quelconques de
I,ona:

/abf(x)dx:/acf(x)der/cbf(x)dx (5.1)

Inegalites :
Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle = [a, b] (on suppose: < b).
Alors :
e si f(z) < g(z) sur[a,b],on a :fff(x)dx < fabg(x)d:c
En particulier, I'ingégrale sufa, b] d’'une fonction positive est positive.
e sSi f(x) reste compris entre legelsm et M surl (m < f(z) < M)alors :m(b—a) <
2 f(x)de < M(b - a).

Exercice : déduire de 'une de ces proptes I'inégalié :

[ s < [

oua <betf :[a,b] — R estsuppase continue.
Cette iregalie permet par exemple de montrer lédeme suivant :
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Théoréme 5.2Si f est une fonction igigrable surfa, b], la fonctionF” : z — [ f(t)dt
(a < x < b) est continue sufa, b]

En effet0 < |F(x) — F(z0)| = )f;o f(t)dt‘ < 7 |f(at)|dt < (x — o) H ol H estun
majorant def(¢) sur|xg, z[. On en @duit que sic — xy — 0 alorsf(x) — f(zg) — 0.

Exercice: déduire de la propéite 2.3et du tteoeme des accroissements finis, ledléme
suivant :
Théoreme 5.3 Si f est une fonction iggrable suta, b}, il existe un nombre €la, b] tel

quef(c) = 7 [ f(t)dt.

Définition 5.1 Soit f est une fonction iggrable sura, b], le nombre\ = - fjf(t)dt
est apped valeur moyenne dgsur [a, b].

Primitives et intégrales

Le theoeme suivant est fondamental :

Théoreme 5.4Soit f : I — R une fonction continue sur l'intervallé eta € I. On
suppose qué n’est pas eduita un point. Posons, pour € [ : ¢(z) = f(f f(t)dt; alors
¢ est cerivable surl et¢'(z) = f(x) sur[.

Démonstration : prenonse, € I eth > 0 tel quexy + h € 1. On a, d’apes la formule

de Chasles :
xo+h
[ s - s

o

. — f(@o) = &

¢(xo + h) — ¢(wo) 1 <
h

si h est assez petit, on aurg{xg) — e < f(t) < f(zo) + € pour toutt € [zg, xo + h]
(e > 0 donre), puisqu’on a suppésf continue. En irégrant sufxg, o + h] :

zo+h
Mﬂw—dé/ F(t)0t < h(f(x0) + €

o

et
zo+h
< %/ FOGE— f(xo) < €

z0

ce qui prouve qu (’3°+h}3_¢(x°) tend, lorsquér > 0 tend vers &ro, versf(xy).
Uneétude plus approfondie montre qu’en fait :

h—0 h
h>0

Ce qui donne le thoreme.
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56 Primitives et intégrales

Corollaire 5.1 Toute fonction continug sur un intervalle/ (non réduita un point)
admet une infiné de primitives sur ; ce sont les fonctions de la forme :

:/:f(t)dtJrC

ou C est une constant&elle eta € I fixé.

Ceténoné& cécoule du tboeme5.4 et du corollaire?. 1.
Un autre corollaire est la formule de base du calcul degyiaes :

Corollaire 5.2 Si f : I — R est continue sur l'intervalld, sia,b € I et siF est
primitive def sur/,on a:

/ F(t)dt = F(b) — F(a) = [F(x)]!

Exemples :
1. poura e Reta# —1,0<a <b:

1 O L
2. [, o = |arctan(z)]y = §

1 ) -
3. fo/z \/% = arcsin (%) =%

Inegrales in@finies

Soit f une fonction continue sur l'intervalledeRR : [ f(z)dx désigne n’importe laquelle
des primitives def sur I, exprimeée comme fonction de. C’est une notation commode
mais ambigé : [ f(x)dz n’est céfinie qua une constante s. On convient de dire que
[ f(z)dx est une inégrale in@finie.

Exemples :
= arcsin(z) + C sur] — 1, +1]

1[G
2. [ “&8de = In |u(x)| + C surl (pouru : I — R dérivablea cerivée continue sur
I, u ne S annulant pas sui

3. Calcul de 2+b — surl, en supposant que le timez? + bz + ¢ admet deux
racines éeelles distinctes et 3 (c’esta-direb* — 4ac > 0), I ne contenant niv ni
£.0na:

1 B 1 B 1 ( 1 __ 1 )
22+brt+c (r—a)z—p) (a—B8)\(zr—a) (z-—0)
d'ou:

e +C

/ dx B 1 In
24+brt+c  (a—p)
sur/
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Exercice : Calculer [ cos?(z)dz, [ cos®(x)dz (surRR)

La formule d’int égration par parties

Théoreme 5.5 Soientf et g deux fonctions admettant chacune ueieke continue sur
I'intervalle I deR. Alors :

/}mﬂmmzmm@%/fwwwm sur 7 (5.2)

et sia eth sont deux points dé:

b b
/f(x)g’(fﬁ)dl":[f(ﬂf)g(l”)]z—/ f'(@)g(z)dz  surl (5.3)

En effet f( Yg(x )est surl, une primitive def’(z)g(x) + f(x)g'(z), par congquent,
— [ f(z)g'(x)dx est la primitive @rérale def’(x)g(x) surl. Ce qui explique

Ia formule5 2

Pour la formules.3, onécrit :

/f w+/f -/uuwm+fmmmm
=Q/uummwx
= [f(z)g(=)]}
Exemples :

1. [In(z)dz = zIn(z) — [dr = zIn(z) — = + C, sur]0, +oo[. (On a pod f(z) =
In(z) etg(x) = fv)
2. la méme nethode fournitf arcsin(z)dx (sur] — 1, +1[) :

/arcsin(x)dm = zarcsin(z) — dr = rarcsin(z) + V1 — 22 + C

T
/ V1 —a?
3. Exercice :calculer de Bme : [ arctan(z)dx
4. primitive d’une fonction polybme exponentielle : par exempfer?e“dz :

/xQemdx = /:v2 (e") dx = 2" — 2/xexd1:

en ineégrant par partieson a :

/me‘”dx:/a}(e“)/dx:xew—/ezdx:xew—em—i—(}'

soit finalement :

/xQe’“"dx = (2" —22+2)e" +C (SurR)
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5. Exercice : calculer [ z%¢*dz, [ 2*e¢**dz, [ x cos(x)dx
6. Exercice :calculer [ e* cos(z)dz a I'aide de deux irégrations par parties.

La formule du changement de variable

Soient f une fonction éelle continue sur l'intervallé, ' une primitive def sur I, et
¢ : J — I une fonction admettant un€dvée continue sur l'intervallg, a valeurs dans
I.On a alors la formule suivante :

Théoreme 5.6 (formule du changement de variable dans les iegrales incefinies) Si
on poser = ¢(t),

[ e = [ oo

Cette formule signifie qu’on passe du membre de gauche (primitive quelcdngye
de f(z) sur I) au membre de droite (primitive quelconque fle(t))¢'(¢) sur.J) en

remplacant: paro(t).

La preuve est imigdiate :%F(gb(t)) = F'(o(1)d' (t) = f(o(t))@'(t) surJ. Ce qui

montre queF'(¢(t)) est une primitive deg (¢(t))¢’(t) sur.J.

En pratique, on part, par exemple dlef(z)dz, on "pose”z = ¢(t) et on remplace
I'intégrale @finiex par¢(t), et de par¢’(¢)dt. Onécrit :

r=¢{t) , dr=a¢(t)dt

on retrouve la deuxime formule en @rivant par rappora ¢t les deux membres de la
relationz = ¢(t) : on obtient%f = ¢/(t), d’'ou en multipliant par d: dz = ¢/(t)dt.

On dit que & = ¢'(t)dt est la relation qui relie .d et d (qui sont les accroissements
infinitésimaux der ett) siz ett sont liées par la relatiom = ¢(t).

Il importe de remarquer qu'on trouve laéme relation entrexdet d si on part de la
formulet = ¢ (x) ou ¢ est la fonction &ciproque de (en supposant qu’elle existe et que
¢' ne s’annule pas) ; on obtient en effet :

dt 1 1

— = () = = d’ou '(t)dt = dz
& = = 50w T 0
Exemple : calcul del = [ % SurRR, lorsque le tridmex? + bx + ¢ n'a pas de

racines éelles, eb, c € R (donch? — 4ac < 0).
On met le tridme sous la forme canonique :

b\ 2 b\ > b\ 2
2 — —_ _ — = — 2
x —i—bx—f—c-(x—i—Z) +<c 4) (:U+2) —i—ﬁ

N _ b2 1A -
oup=4/c—7%.Dou:
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on fait le changement de variahle = “” i ,d'oudr = (dX et:

b
I = %% = %arctan(X) +C = %arctan (x—; /2> +C

Pour les inkgrales éfinies, on a la formule suivante :

Théoreme 5.7 Soientf : I — R une fonction continues sur lintervallé c R, et
¢ : |a, B] — I une fonction admettant un€dvée continue sur l'intervalléx, 3]. On a

alors :
/¢ o v /
(@)

Démonstration :  posons pout € |

F(¢(u)), sion noteF (z) = [ f(t)dt
CommeF'(z) = f(x), on aG’(u) =

a, f¢ z)dz, c'esta-direG(u) =
(xel)
f(9(u))o

'(u), et par consquent :
’ b
[ #6) ta)de = [FG@)Z = (Fo(9) - F@() = (F®) - F@) = [ fa)da

Remarques :

1. il n'est pas recessaire queé envoie|a, 3] sur[a,b] = [¢(«a), d(5)] (ou [b,al si
o(a) > ¢(B)) mais il est essentiel qug soit cefinie, continue sur un ensemble
contenant toutes les valeurs gde

2. En pratique, on transformerf%b f(z)dz en posant: = ¢(t), dr = ¢'(t)dt mais il
ne faut pas oublier de changer aussi les bornesédjmations, en remplacantb

para, (.

Exemples :
1. calcul del = fo . Posonsr = tan(f), 0 < § < 7 (doncf = arctan(x)).
D'oudd = dzg et

B i dd B i, B 114 cos(26)
I—/O 15 tan?(0)) —/0 coS (9)d«9—/0 5 do

et finalement : _
sin(20) 6]+ w 1

=" 42 =242

{ g 2}0 8 4

2. changement de variable= tan(9%).

Ce changement de variable est souvent @#lidans le calcul des &grales dont
I'int égrant est une fonction de(0) etcos (), # designant la variable d’iggration.
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60 La formule du changement de variable

Supposons, par exemple< § < 7 et posong = tan(?/2) ou § = 2 arctan(t). On
aalors sin(6) = 2sin (3) cos (5) = 21 cos” (3) et commet et (3) = iy

on obtient : o
sin(6) = P (5.4)
De méme : )
COS(@)ZQCOSQ(Q)—lz 2 —1:1_t
2 1+¢2 1+¢2
c’'esta-dire :
cos(f) = L= (5.5)
1+¢2
Enfin puisque) = 2 arctan(t)
2
= mdt (5.6)

On utilise les formule$.4, 5.5, 5.6 pour effectuer le changement de variable. En
voici deux exemples :

(a)[:fs.lfj%,0<0<7r;onobtient:

142 20t dt
I = B Inlt|+C
/ % 1+ /t n [t +

et finalement :

db ;
/ ugg) = n(tan(%) £ surjo. ]

(b) calcul deA = fo 5+3COS(9 On trouve :
1 /1 1+t 2dt _/1 20t _1/1 dt
S B+ 31— 1 +12 Jy 8422 4 ), 1+ (4)°

L (1 b e
= — |arctan ( — = —arctan { —
2 2)], 2 2
3. lorsqu’appard dans I'expressiom integrerv/1 — z2 (x : variable d’inegration),
on peut essayer le changement de variable sin(#). Calculons par exemple
I= fol V1 — 22dx :

En posantr = sin(f), 0 < 6 < 7, on obtient :

1 = / \/1 — sin*(6) cos( dH—/ cos?(0)d) = /21++S(20)d6

0

— L sin))d + +3 -

4 Z
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Quelques applications de I'inégrale

Calcul d’aires

A titre d’exemple, on va calculer I'aird d’un disque plarD de rayonR, dont le centre
esta l'origine des axesDr = {(z,9); 2*> + y*> < R}.

En notant que® + 3> < R <= |y| < v/RZ — 22, on voit queA = 2 [ \/R? — 22da.
On calcule alorsA a I'aide du changement de variable= Rsin(0), -5 < ¢ < 7 eton
trouve/ R? — 22 = Rcos(), dr = Rcos(6)dd et :

™

A = 2R? /2 cos?(0)dd = 2R? /2 1++S(29)d9

Jus Jus
2 2

= 71R?
Exercice : calculer plus gréralement l'aire de l'ellipse D = {(z,y); %2 + % <1}
(a, b étant deux nombres positifs das).

Longueur d’'un arc de courbe

On se donne deux fonction$, Y : I — R admettant desativées continues sur l'inter-
valle I.

Notant M; = (X(¢),Y (t)), le point du planOzy, de coordonaesX (¢) et Y (¢), on
obtient un point mobile qui, lorsquevarie dea ab (a,b € I, a < b) parcourt un arc de
courbey? dont on veut exprimer la longuely?|. La formule est la suivante :

= [ VR

Remarques : si on interpete¢ comme le temps,/X’(¢)2 + Y (¢)? est la longueur
— . — . . b b5

[V (t)| de la vitessé/(t) du point M, a l'instantt, et la formule esty?| = [V (¢)dt
Lorsquet effectue une petite variatiort, dV/; parcourt urelément de courbe de longueur :

= |V (t)|dt. La longueur+?| est la somme des longueurs dorrespondard une suite
de petites variationstd= t;,; — t;, conduisantdé, = a at, =b:

n b
bl - Vil [ Ve
i=0 @

ce qui explique la formule.

Exemple : arc de cercle.

{ X =R cos()

Y =Rsin(0) Oufy <6 < 0

On obtient facilement = fel RdO = R(6; — 6y).
Le cercle entier est de Ionguelu:& 27 R
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62 Extension de la notion d’integrale cfinie

Centre de gravét d’'une tige rectiligne

on consi@re une tige rectilignd’ assimiee a un intervalle[a, b] sur un axeOz. On
suppose qué& admet une den&itde masse, continue sufa, b| : cela signifie que est
une fonction continue positive siir, b] et que siz est un point déa, b], I un intervalle
contenantz, de longueuAz, la masse de la portion de la tige contenue daest :

m(I) = p(x)A(z)

a un infiniment petit d'ordre supieura 1 enA(x), pres.
On montre alors qu’on peut exprim&t'aide dep la masse total@/ de(7") et I'abscisse
xq de son centre de gragipar les formules :

M = /abp(x)dx

fab zp(z)dz
f; p(x)dz

rTg =

Extension de la notion d’integrale cefinie

En premier lieu, on envisagera le caslintervalle d’integration est non boan:

Définition 5.2 e Soit une fonctiory intégrable sur tout segmefit, z|, avecx > a. On
dit que l'integrale f:oo f(t)dt convergeou a un sensi I’int(’agralefa:D f(t)dt tend vers

une limite finiel lorsquex tend vers+oo et onécrit : fa+°° f(t)dt = I. Dans le cas

contraire on dit que I’in(egralefa+C>C> f(t)dt diverge
e Soit une fonctiorg intégrable sur tout segmetht b] avecx < b. On dit, de néme,
que I mtegralef g(t)dt convergesi I mtegralef g(t)dt tend vers une limite finid

lorsquey tend vers—oo et onécrit : ffoo f)dt =

Exemples

o Etude def™> &
La fonctiont — -L est continue, donc iggrable, sur tout segmefit z], avecz > 1.

Ona: .
T dt 1 1 1
STl T a7
1t 4t | 4x 4

1 y , , .
fl & — 1 lorsquezr — +o0. L'intégrale propase converge eton a:

/+°°dt_1
.t 4

e Etude def,"™ & de
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La fonctiont +— %z est continue, donc iggrable, sur tout segmejit z|, avecz > 1.
Ona:
[ & -
Vi 1

fl —t — +o0 lorsquer — +oco. L'intégrale propose diverge

Définition 5.3 Soit une fonction/ intégrable sur tout segment. On dit que légrale
S f(t)dt convergeou a un sensi chacune des iegrales [ f(t)dt et [ f(t)dt
converge, le éela étant choisi arbitrairement. On pose alors :

m F(t)dt = /_ "+ m F(t)dt

Dans tous les cas contraire, on dit que I’éigraleffozo f(t)dt diverge

Pour que cetted&finition ait un sens, il fautdvidemment @montrer que le choix den’a
pas d’'importance. Solt # a. On a, d’'apés la relation de Chaslesquation5.1) :

/: F(t)dt = /b )t + / F(t)dt

Il est alors clair que les deux Em;ralesfb+OO f(t)dt et f;"o f(t)dt convergent ou di-
vergent ensemble ; le choix den’a donc pas d’'importance. De plus si il y a conver-
gence :

+00 +o0
1t w—/f nae+ [ fear

/f w—/f w+/f

et, si il y a convergence :

/_io f(t)dt = /_; f()dt + /abf(t)dt

On en eduit, toujours dans I'hypo#ise de convergence :

/b rode+ [ fwd = / Ft)dt + +Oof(t)dt+/bf(t)dtJr/af(t)dt

- / F(t)dt + e

Onade néeme:

car [V f(t)dt = — [* f(t)dkt
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64 Extension de la notion d'intégrale cefinie

Exemples :
o Etude def " &,
La fonctiont — ﬁ est continue, donc iagrable, sur tout segment. On a:

/+Ooi = lim /ff @ _ lim [arctan(t)]z:z
0 1+t z—+too Jo 1412 a—too 02
7T
2

¢ dt . 0 dt ' .
[ite = [ = oo -

etdonc:

o dt
=T
oo 14122
o Etude def "> tdt
La fonction identié est continue, donc iegrable, sur tout segment. On a :

+o0 x t2 €z
/ tdt = lim tdt = lim [51 = 400
0

T—+00 0 T——400 0

L'intégrale propase diverge. Il n'est paséatessaire de conscer ffoo tdt qui, par
ailleurs, divergeegalement

On consi@&re maintenant le casida fonctiona integrer devient infinie pour I'une des
bornes d’inégration.

Définition 5.4 e Soit une fonctiory intégrable sur tout segmeift, x|, aveca < = < b

et telle quef(t) — oo lorsquet — b~. On dit que l'inggrale fabf(t)dt convergeou
a un sensi I’int’egraleff f(t)dt tend vers une limite finié lorsquex tend versh par

valeurs inerieures et orécrit : f: f(t)dt = I. Dans le cas contraire on dit que l'iagrale
fabf(t)dt diverge

e Soit une fonctiory intégrable sur tout segmeny, b], aveca < y < b et telle que
g(t) — oo lorsquet — a™. On dit, de néme, que I'inégrale fabg(t)dt convergesi
l'intégrale fybg(t)dt tend vers une limite finig lorsquey tend versa a droite et on

ecrit: [V f(t)dt = J.

Exemples :
< 4 0Ok

o Etude def; 7
La fonctiont — \/Lz est continue, donc iggrable, sur tout segmeft, 4], avecO <
r<4.0na:

[ =i

4
dt
lim — =14

=0t Ju \/Z
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5. L' INTEGRALE 65

L'int égrale propose converge eton a:
4
dt
[ %=
0o Vi
o Etude def®, &

La fonctiont — - est continue, donc idgrable, sur tout segmeft1, z], avec—1 <

r<0.0na:
/’”dt_ L]* 1 1
Lt 3], 3133

. T dt
lim — = 400
x—0— 1 t4

L'int égrale propase diverge.

Définition 5.5 Soit une fonctiorf intégrable sur tout segmeht, y] aveca < x <y < b
et telle quef(¢) tend vers l'infini lorsqué tend vers: a droite et lorsque tend vers a
gauche. On dit que I’iréigralefab f(t)dt convergeou a un sensi chacune des iggrales

[ f(t)dt et fcb f(t)dt converge, le &elc étant choisi arbitrairement. On pose alors :

/ab F(t)dt = /acf(t)dt + /Cb F(t)dt

Dans tous les cas contraire, on dit que Iﬁ!gralef; f(t)dt diverge

d
t(1—t)
La fonctiont +— L__ est continue, donc iagrable, sur tout segment, y], avec

V(1)

. . 1
Exemple : calculer, si possiblef,

O<zez<y<l.

On remarque que-—— 1 L

_ 2
VI=D V()T Ve

= lim [arcsin(2t — 1)]01/2 = — (—E>

o gt o dt
/0 Via—1t) /0 V1= (@2—12 -0t 2
1

1
2

/ L — / dt = lim [aurcsin(Qt—1)]11/22z

1, 1= 1) 1/ 1T— (2 —1)2  v=1- 2

L'intégrale propose converge eton a :

™
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66 Exercices

8 Exercices

1. Vrai ou Faux?
(a) une fonction lirgaire admet une primitive leaire

(b) J, f'(@)g(x)dx = [ f(x)g'(x)do
(c) sig est une fonction de primitive connue, on coftnae primitive dey?(x)

(d) sig estune fonction de primitive connue, on coftnae primitive dey(ax +
b)
(e) la valeur moyenne d¢ sur|a, b] est le nombre :

/a b F(2)dz

2. on posel = fog cos’dz etJ = fog sin® dz calculer! et par l'intermédiaire de
I+ Jetl—J.

3. Calculer la valeur moyenne de la fonctign : ¢ — cos?(¢) sur[0, 7]. (Ce calcul
permet d’obtenir I'intensé efficace d’'un courant alternatif).

4. Calculer les intgrales de Wallis :

™

3
I, = / cos™ dx
0

us

J, = /2sin”dx
0

oun € N
5. calculer les inkgrales :

@ f,* 2,

(b) Jy 29

©) fl xdx

(d) f 45 9m2+18x+10
ONN MM

® S x2+2x+2
@ Jy 5+3cos

) f,*

() [* Va2 — 2%
0 f, V8= 222
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5. L' INTEGRALE 67

(K) fog Cos5 xdx

(I) f 1 412+4x+2
6. soit, dans un regre orthonorra, I'ellipse déquation :

LU2 y2
; + ? =1
(a) calculer I'aire limi€e par 'ellipse ;
(b) calculer le volume de l'ellipside de evolution obtenu par rotation de I'el-
lipse autour de I'axe’Ox

(c) application au castoa = b
7. Calculer le volume du@ne de évolution de hauteuf/ et de rayon de basA.

S'’il s’agit d’un solide homogne, @&terminer son centre de masse et son moment
d’inertie par rapporé I'axe de evolution.

8. On consi@re un ecipient de forme cylindrique et dont I'axe devolution est hori-
zontal. On le rempli& moitié d’un liquide de masse 8pifiquep. Calculer la force
qui s’exerce sur 'une des faces planes du cylindre.

9. Trouver tous les polyimesP(t) du second degrent, a coefficients &els, tels
que, quel que soit un polpme Q(t) a coefficients éels et de de@r strictement
inférieura 2, on ait :f_21 Q(z&)P(t)lfj—ft2 =0

10. Soientr et s des Eels positifs ou nuls. On pose :

I(r,s) = /01 t"(1 —t)°dt

(a) calculerl(r,0)

(b) quel esultat obtient-on par le changement de variable 1 — ¢ ?

(c) paringgration par parties, obtenir une relation erdtpre s+ 1) etI(r+1, s).
(d) calculeri(p, q) lorsquep etq sont deux entiers positifs ou nuls.

11. En utilisant la @composition emelements simples des fractions rationnelles, cal-
culer:

4
+
(a) f 1 :p6+2x4$+w2 dz

(b) f 1 xG—fQ;f—;&-xQ d

+00 g54 gt 4523 4+822+16
(C) f a:7+8:(:5+16x dz

(d) f 332+21+2
CHIN

—oco (1+a2)2
12. calculer, en Bgligeant laésistance de I'air, la vitesse qu’il faut communigaem
projectile lan€ verticalement pour qu’il&chappe’a I'attraction terrestre. On rap-
pelle gu’un projectile de masse est,a la distance du "centre” de la terre soumis
a l'attractionF' = ’j—’;‘ et que, pour =~ 6350km, I'accélération de la pesanteur est

g ~ 9.8m.sec?.
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13. On consi@re la suite de termecgéral J,, = fol \/f—f7dx ou n est un entier positif
ou nul.

(a) calculerJ, et .J;

(b) montrer queJ,, = foﬂfz cos™(t)dt

(c) établir une relation deécurrence entrg, et.J,, -
(d) calculerJ, (n > 2)

(e) montrer que la suitd,, est convergente, puigterminer sa limité partir du
produit.J, J, 1
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Chapitre 6

Fonction de plusieurs variables

Introduction

Définition 6.1 On appelle fonction nuérique den variables €elles une applicatiorf
d’une partieD deR™ dansR. On dit quef est cfinie sur le domain®.

fi{D — R

(.Tl,l’g,..-,xn) = f(Ilax27”'7I7z)

On note :

ou plus simplemenf : (xy, 2o, ..., x,) — f(z1,29,...,2,) Sil Ny a pas d’ambigitée
surD.
On noteégalement :

Iy D — R
| H — f(H)
ou H = (x1,x9,...,x,) €stun "point” deR™ appartenara D.

Exemple 6.1

e lafonctionf : (z,y) — ax? + bxy + cy? ol a, b et c sont des &els donas, est une
fonction nungrique de deux variablegelles, @finie surR?.

e la fonction f : (z,y) — /R?— (22 + y?) est une fonction nuémique de deux va-
riables réelles @finie pour tout couplér, y) tel que(z? + 3?) < R?, R étant un gel
positif donré.

e lafonctionf : (z,y) — gi;zi est une fonction nuamique de deux variable€elles
définie surD = R?\ {(0,0)}.

e lafonctionf : (z,y) — :"“QZ‘/fy? est une fonction nuamique de trois variableséaelles
définie pour tout triplefx, y, 2) tel que 1y > 2, z # 3.

Repesentation graphique

Dans le cas particulier d'une fonction de deux variables, on peut utiliser désegpations
géeonetriques.
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70 Introduction

Si on choisit, par exemple, un &dre orthonorra direct, un coupldz,y) de D est
represené par un point{ du planzOy, auquel on peut associer 1&8(z, y, f(z,y)).

Si D est repéseng par une surface plane, alors 'ensemble des pdifts, v, f(z,y))
constitueegalement une surface.

Exemple 6.2 Soitf : (z,y) — /B2 — (22 + y2). Le domaine deé&finition D défini par

(22 + y?) < R? est repésenk par I'ensemble des points du disque circulaire de centre
O et de rayonR.

z=/R*— (22 +y2) & (22 +y*+2% = R*etz > (). L'ensemble des poinfe (z, y, z)
forme une demi-sgite de centr&) et de rayonk.

Dans le cas particulier d'une fonction de trois variables, il est encore possible @seefar
le domaine de éfinition D par un ensemble de points de I'espaeelr

Pour une fonction de variables, avea. > 3, on ne peugvidemment plus donner de
repesentation globale.

Limite
La notion de limite d’une fonction de plusieurs variables s’introduit comme pour les

fonctions d’'une variable. On a, par exemple, pour une fonction de deux variables (la
géréralisation est aée) :

Définition 6.2 On dit que f(z,y) = f(H) tend vers une limitd. lorsque(z,y) tend
(%0, yo) OU lorsqueH (x, y) tend H (¢, yo), Si :

de > 0,da > 0 tel que (|Jz — xo| < aetly — yo| < a avec(x,y) # (xo,y0)) = |f(H)—L| < €

Oneécrit :
lim f(H)= lim x,y) =L
H—Ho f( ) (z,y)—(z0,y0) f( y)
On notera :
e que la éfinition implique que la fonctiorf est ckfinie sur un pa# ouvert entourant
Hy (un voisinage de,).
e que la éfinition entrdne l'unicitée de la limite ; lorsqu’elle existe ;
e qu’on peutécrire un @finition équivalente :

de > 0,36 > 0telque||HH,|| < favecH # Hy = |f(H) — L| <e¢

e que les tkoremes, concernant la somme, le produit, et le quotient de deux fonctions
admettant une limite lorsqué tend versH,, s'énoncent et €tablissent comme dans
le cas des fonctions d’'une variable ;

e qu’il est ai® de efinir une limite infinie ainsi qu’une limite dg(H ) quandH s’éloigne
indéfiniment.

Exemple 6.3 Soit f : (x,y) = (v +y) sin ;s
f n’est pas éfinie en(0,0) mais on alim,,)—(0,0) f(z,y) = 0. En effet(z + y) — 0 et
sin xQ—iyz demeure bora.
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€
Ve > 0,da = 1 > 0telque : (|Jz — x| < o, |y — ol < aet(x,y) # (xo,y0)) = |f(x,y)—f(zo,v0)| < €

2.1
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z2\/y—2

Exemple 6.4 Soitf : (z,y) — =225
On consi@re Hy(1,3,3) ou f n'est pas éfinie. On a:

lim f(H)=400 sSi z—2+40
H—Hjy
}IILI%Of(H):—oo Si z—2z—-0

Il convient de péciser siH tend versH, avec une ote su@rieure ou une @te infrieure.

Continuié

La notion de continué decoule naturellement de la notion de limite. On aura en particu-
lier pour une fonction de deux variables :

Définition 6.3 On dit qu’une fonctiory : (z,y) — f(z,y) est continue au poirtco, yo)
Si:
lim f(z,y) = f(z0,%0)

(z,y)—(z0,y0)
Une fonction continue en tout point d'un domaine est dite continue sur ce domaine.

Théoreme 6.1Si f et g sont deux fonctions continues au poivt, il en est de rame
pour des fonctiong + g, af (o € R), f x g etsig(My) # 0, 1.

Il s’agit 1a d’'une congquence des &éoremes sur les limites.

Exemple 6.5 Soit la fonctionf : (z,y) — 3z —y + 1.
Cette fonction estéfinie surR?. Elle est continue suR?, ce que I'on peut @montrer en
s’appuyant sur la dfinition de la continué&. Quel que soitzg, y,), on a:

En effet|z — zo| < £ = 3|z — 20| < &
Or [f(x,y) — f(xo,90)| = [3(x — x0) — (y — wo)| < 3|z — 20| + |y — yol-
Donc|x — zo| < iet|y — | < = |f(z,y) — f(zo,y0)| < €

Fonctions compoges

On peut envisager plusieurs types de composition

Fonction de fonction

Soit u une fonction de variables,, -, ..., z,. Soit f une fonction d’'une variable. On
peut cefinir la fonction :

¢ (21,20, xn) — [ (u(z,xe,...,2))
sous éserve, bien entendu, quér,, zo, . .., x,) appartienne au domaine défahition

def.
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72 Fonctions compoges

Exemple 6.6 La fonction¢ : (z,y, z) — /22 + y? + 22 est obtenue par composition
de la fonctionu : (z,y, z) — 2% + y? + 22 par la fonctionf : u — /u.

Théoreme 6.2 Siu est une fonction, de deux variables, continue au p@ipty,) et si
f est une fonction, d’'une variable, continue au pding, yo), la fonction¢ : (x,y) —
f (u(z,y)) est continue au pointco, o).

On géreralise ai€ment au caswu est une fonction de variables.

En effet puisque’ est continue au pointy = u(xg, yo), ON peut trouver; > 0 tel que :
u—uo| < = [f(u) = fluo)| <e

Mais u est continue au pointzo, yo) ; il est donc possible de choisit > 0 tel que :
(|lz — zo] < aetly —yo| < @) = |u(x,y)—u(zo, yo)| < . Doncil est possible d choisir
a > 0telque:

(lz = ol < aetly —yo| < a) = |u(z,y)—u(zo,y0)| < B = |f(u(z,y))—f(u(zo, yo))| <€
Exemple 6.7 La fonctione : (x,vy, z) — /22 + y2 + 22 est continue dang?

Fonction compa@e

Soit¢ : (u,v,w) — ¢(u,v,w) une fonction de 3 variables. Soiefit x — u = f(z),
g:x—v=g(x),h:x— h(x),trois fonctions d'une variable. On peut dor&fidit la
fonction :

F:x— ¢(f(x), 9(x), h(z))
sous éserve que le poiritf (x), g(z), h(z)) appartienne au domaine defthition deg.
Une telle fonction est dite fonction compesdef, g et h par ¢. On notera que” est
fonction d’'une variable. Onaréralise aiement au castoF' est fonction de: variables.

Exemple 6.8 La fonction
cos?x X e’
F -
$2
estune fonctlon compee Elle est obtenue en composant les fonctians:: v = cos? z,
z—v=e",r— w=z*parlafonction(u,v, w) — L

Théoreme 6.3Si f, g eth sont des fonctions, d’une variable, continuestget si¢ est
une fonction, de trois variables, continue au paipt= f(xg), vo = g(xo), wo = h(xo),
la fonctionF : = — ¢(f(x),g(z), h(x)) est continues eny.

On gereéralise ai#ment au caswg est une fonction de variables.

Ce treoeme se @montre aiément, en utilisant le me sckma que pour la@monstration
du theoreme6.2.

Exemple 6.9 La fonction

est continue SuR*.
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Autre cas

Soient les fonctions : (z,y) — u(z,y), v : (z,y) — v(z,y), w : (z,y) — w(z,y) et
soit la fonctionf : (u, v, w) — f(u,v,w). On peut alors &finir la fonction :

F: (:z:,y) — f(u(x,y),v(%y)aw(%y))

sous eserve que le poirfu(x, y), v(z, y), w(z, y)) appartienne au domaine déefohition
def.

On ceréralise aiementa la composition de fonctions dep variables par une fonction
den variables.

Exemple 6.10 La fonction
2 2
=y
2 4 2
est obtenue en composant les fonctiofs y) — u = 22 — y? et (x,y) — v = 2% + 32
par la fonction(u, v) — *

—

Théoreme 6.4 Si les fonctions, de deux variables, v et w sont continues au point
(x0, yo) et silafonction de trois variables, est continue au poiriteo, yo), v(xo, Yo ), w(xo, o)),
la fonction

F(z,y) = flu(z,y), v(z,y), w(z,y))

est continue au poirtro, yo)-

Ce treoeme se @montre aiément, en utilisant le Bme scbma que pour la@monstration
du theoreme6.2.

Exemple 6.11 La fonction

2 2
Tty
1.2 _ y2

est continue suR? \ {(0,0)}

Dérivees partielles

Définition 6.4 Soit la fonction de deux variables: (z,y) — f(x,y).
On appelle @rivée partielle def, par rapporta la variable z et au point(zg, yo), le
nombre s’il existe :

of _ f(xo+h,y0) — f(x0,%0)

! = =
fx('ro’yU) - o (x07y0) }lbli)% h

On appelle de @me @rivée def, par rapporta la variabley et au point(zg, o), le
nombre s’il existe :

fy(@o,50) = Z—g(mo,yo) = lim f(wo, yo + k}i — f (@0, %0)
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74 Dérivées partielles

Si en tout point d'un domain® il existe des @rivees partielles, les fonction%if :
(2,y) — G(z,y) et5L : (z,y) — ZL(z,y) sont appedes @rivees partielles preradres
de f, par rapporta z et par rapporta y.

On ceréralise aiément cette @finition a une fonction de variables.

On remarque que laédivee partielle par rappoéx, au point(zo, o), N'est autre que la
dérivée, au point, de la fonctionp : = — f(x,yo). Pour la @rivee partielle par rapport
avy, il s'agit de la cerivée, au poiny,, de la fonctiony : y — f(xg,y).

On en eduit la egle pratique : pour&erminer une @rivée partielle, il suffit de @river
comme on en a I'’habitude par rapparta variable consitée, les autres variabl@sant
consicerees comme des constantes.

Exemple 6.12La fonctionf : (z,y) — 5x? — zy + 2y* est c;finie et continue suR?.
SurR?, elle admet pour @rivées partielles :

d 0

0_£ C(z,y) = 10z —y et a—; zyy) = —r 4+ 4y
Exemple 6.13La fonctionf : (z,y) — z*siny est cfinie et continue suR?. SurRR?,
elle admet pour drivees partielles :

of
ox

of

S (x,y) — 2zsiny et 7 (2, y) — 2% cosy

Dérivées partielles secondes

Les fonctions @rivées partielles preraies, d’une fonctiorf de plusieurs variables, peuvent
elles-némes admettre degrdvées partielles ; on les appellériées partielles secondes
def.

On peutévidemment envisag@&galement desativees partielles d’ordre sépeur.

Pour une fonction de deux variablés (z,y) — f(x,y), il faut a priori envisager quatre

déerivees partielles secondes :
3 g _82_f_ " 2 g an _f//
ox \ox ) oz " 7 oy \ox oxdy 'Y
0

Q ﬁ _ 82f :f/’ - g (‘y_f:f”z
ox \ Oy oyoxr Y 7 Oy \ Oy oy? Y

Exemple 6.14La fonctionf : (z,y) — 5z — zy + 2y*’admet, surR?, les cerivees
partielles secondes :

o*f - 0°f

@(x,y) =10 8x8y<x’y) -
92 f 02 f
m($,y)'—>—1 ; 8_3;2(x’y)'_>4
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Exemple 6.15La fonctionf : (z,y) — ?siny admet, sufR?, les cerivees partielles
secondes :

02 f o2 f

- — 2siny  ; — — 2

SrT0) = 2siny ¢ () o 2 cosy
02 f 02 f

(z,y) — —2”siny

(x,y) — 2xcosy ;

dydx Oy?

On remarque, sur ces deux exemples que I o@gﬁ ayax

Théoreme 6.5Si, dans le voisinage du poifity, yo), la fonctionf : (z,y) — f(z,y)
admet des @rivees partielles prergres continues et si leedvées partielles secondes
=y, €L [, existent et sont continues, on a :

f:)/:/y<x07 Yo) = f;l/lz@oy Yo)

On admettra ce #toreme qui se gréralise aiment et permet de consicr les érivations
successives par rapport aux variables dans un ordre quelconque.
Sous éserve de la contin@tdes @rivées partielles, la fonctiorfi : (z,y) — f(z,y)

’ « s s . 2 82f an ", .
n'admet que trois@rivées partielles second%;é, 700y €,z etquatre érivées patrtielles

d f de dS d3
trOlSlemeS "Or 3.3 8$28y’ 8338?] t

Exemple 6.16 Reprenons la fonctlogﬁ : (z,y) — x*siny. On peut facilementérifier
I égalite des @rivées partielles :

ll (x,y) — —2xsiny
Oxdydy ’

D*f ,
y020y (x,y) — —2xsiny
Df ,
D900t (z,y) — —2zxsiny

On note quea%{;z, : (z,y) — —2xsiny.

Théoréeme 6.6 Soient les fonctions : = — u(x) etv : z — v(z) dérivables enz;

on poseuy = u(xg) etvy = v(xy). Soit la fonctiong : (u,v) — ¢(u,v) admettant
au voisinage du pointug, vg) des rivées partielles premares continues efu, vo). La
fonction compase F' : x — ¢ [u(x), v(z)] admet pour érivée enz :

F" 2 ), [u(xo), v(wo)] /(o) + @), [u(wo), v(wo)] v'(x0)

On consi@re les valeurs;, et z, + Ax de la variabler. A l'accroissementAz de la
variable correspondent les accroissements :

Au = u(zo+ Azx) — u(xy)
Av = v(zg+ Az) — v(xo)
AF = F(xo+ Az) — F(xy)
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On a

F(zo+ Ax) — F(x0) = ¢[u(zo+ Az),v(20 + Az)] — ¢ [u(20), v(20)]
= ¢ (ug+ Au, vy + Av) — P(ug, vo)

On peutécrire :
F(zo+Az)—F(x0) = ¢ (ug + Au, vg + Av)—@(ug, vo+Av)+d(ug, vo+Av)—o(ug, vo)

On applique le thoreme des accroissements fiaifa fonction w — ¢(u, vy + Av), qui
est cerivable :

& (ug + Au, vg + Av) — ¢(ug, vo + Av) = Aud., (ug + 01Au,vg + Av) 0<6; <1

On applique le thoeme des accroissements figit fonction v — ¢(ug + Au, v), qui
est cerivable :

¢ (UQ, Vo + AU) — ¢(U0, 1}0) = AU¢; (UO, Vo + QQAU) 0< 92 <1
Il en résulte :
F(zg+ Azx) — F(x0) = Aug), (ug + 01Au, v9 + Av) + Avd, (ug, vg + 02Av)

Et donc :

F(zo+ Az) — F(x)
Az

Lorsqu’on fait tendreAx vers 2ro, étant donies la @rivabilite deu et v et la conti-
nuite de ¢, et ¢/, on obtient comme limite du second membre’(z,)¢. (uo,vo) +
v'(z0) @l (ug, vp). Il €n résulte quer est cerivable en, et que :

F'(x0) = u'(20)y, (u0, vo) + ' (0) b, (o, vo)

Lorsqueu et v sont cerivables sur un intervallg:, b] et ¢/, et ¢/, sont continues sur le
domaine correspondaata, b] on obtiendra comme fonctiorédvée def :

A A
= A_z¢; (UO + HlAu, Vg + AU) + A-;(b; (Uo, Vg + QQA’U)

F' =g, +'¢,

Exemple 6.17 SoitF : a +— 42,
On obtient :F" = Lo/ — 1y = wmuw
Exemple 6.18 SoitF' : = — log[u(z)v(z)].

Onobtient :F’ = Lo/ + Ly =2 4 »

v

Exemple 6.19SoitF' : z — u(z)v(z).
On obtient :F’ = vu' + uv’
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6. FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES 77

Quelques remarques :
1. Le theoeme6.6se geréralise aisment au castog est une fonction de variables.
si, par exemple, on &[u(zx), v(x), w(zx)], on obtient :
F' =g, +v'¢, +uw'ey,
c’esta-dire que l'ona:
F'(2) = u/(x) ¢y, [u(x), v(x), w(z)]+0' (2)d,[u(z), v(z), w(@)]+w'(2)d, [u(z), v(z), w(z)]

2. Si on consiére la composition de fonctions de plusieurs variables par une autre

fonction, le tleoeme6.6 s’appliqueegalement auxéativees partielles, sougserve
des conditions de validt

Soit par exempld’ : (z,y) — ¢[u(x,y),v(z,y)], on aura:

oF /0u /8u

or _|_¢
F:{ 3F

Jy

— u
o Uay +¢Uay

si les fonctions: etv admettent deséativées partielles efx, y) et sip admet des@rivees
partielles au voisinage de(x,y), v(x,y)) continues en ce point.

Exemple 6.20 La fonctionF' : x — COSZ“ admet pour érivées, SUiR* :

22

2 T
e _ cos” x > cos® xe
F':x+— —(—2cosxsinx) + (erx ) -2
x? x? zt

Exemple 6.21 La fonctionF : (x,y) —

2.2 i 2 ;
igﬂgz admet pour @rivées partielles, suR* :

4xy?
%_5<x’y)'_>x2+y< 2y) (12+y) L (96_24:6921)’)2
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78 Exercices

4 EXxercices

1. Déterminer les domaines défihition des fonctiong et g définies par :
o flz,y) =25 -2 —y?
— T HP 2 —
o g(z,y) = W siz® —y* #0,etg(0,0) =0
2. On césigne par :
¢ f lafonctiona valeurs eelles @finie surR? par :

1 -

= si0<r <y
pry Yy -
f(@y) { 0 ailleurs

e g la fonction eelle cfinie surR par :

_Jye? siy>0
g(y)_{o siy <0

e h lafonction éelle ctfinie surR? par :

h(z,y) = g(y)f(x,y)

(a) Définir D 'ensemble deR? sur lequel la fonctiorh prend des valeurs non
nulles et donner une reggentation gonetrique de cet ensemble.

(b) Calculler lintegrale f(x) = 0+°° h(z,y)dy. (on prendra soin d'utiliser la
question peccdente).

(c) Donner, en fonction de ety, I'expression explicite de :

h(xvy) 1 >
h(x,w:{ o S0

0 siz <0

Pour quelles valeurs des variablest y cette quanté est-elle non nulle ?
(d) Calculer I'integrale suivante@pendant du paragtrea :

Q) = | = e, y)dy

(e) Donner en fonction de: la valeura, du parangtre ¢ qui rend minimum
I'intégrale@(a, z).

3. Déterminer et ref@senter graphiquement le domaine éérdtion des fonctiong
et g définies par :
o f(z,y) =log[(162* — y*)(a* + y* — 4)]
* g(z,y) = /6 — (27 + 3y)

4. Déterminer si les fonction suivantes ont une linfitey) — (0,0) :

222
b4 .]C:(‘T;?:y)'_> 1.2+y2
¢ g:(xy)— 5%
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6. FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES 79

3,3
o h:(x,y)— e

Ces fonctions, comptées par (0,0) — 0, sont-elles continues I'origine ?

5. Peut-on rendre continugsl’origine, en les dfinissant en ce point, les fonctions
définies par :

o flx,y) =2ty
° g(v.y) = mip

6. Déterminer et re@senter graphiguement le domaine éérdtion de la fonction :
‘ sinx — siny
fi(zy) - Y

Trouver une fonctiory qui prenne la rame valeur quef partout ai celle-ci est
définie et qui soit continue dans tout le plan.

7. Montrer que la fonctioriz, y) — xﬁizz admet une limite lorsque le poidt (z, y)
s’éloignea I'infini.

8. La fonction f, définie parf(x,y) = e ¥ a-t-elle une limite lorsque le point
M (z,y) s’éloignea l'infini.

9. Soit la fonctionf :

A (z,y)—at+2y , si(zy) #
f‘{(:v,ywo L sifay) =

Cette fonction est-elle continue au pojnt2) ?

10. Calculer les érivées partielles des fonction suivantes :
o fi(x,y) — 22% — 3xy + 4y°
* falz,y) — %ﬂL%
o f3(z,y) — sin(2z — 3y)
° f4(:z:,y) s et ey
11. Calculer les érivees partielles secondes des fonction suivantes :
o fi(z,y)— 2%+ 3zy + 9?
— L COSY — Y CoST

)
)
) — log(zy)
) + arctan ¥

* fs x,y)Hlog\/m

12. On consi@re la fonctionf :

(0,0
(0,0)

[HEN N

f:{ (2,9) = =12+ Si(z,y)
(z,y) — 0 , si(z,y)

Montrer que les @rivées partielleg; (0, 0) et f, (0, 0) existent. La fonction est-elle
continue au point0, 0) ?
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Exercices

13.

14.

15.

16.

Montrer que la fonction &finie parU (z, y, 2) = (x2+y2+y2)‘]/2vérifie I’eéquation
aux cerivees partielles de Laplace :
U U U _
oz Oy 022

Soit la fonctionf : (z,y,z) — e=% + e 4 ¢~%. Déterminer le domaine de
déefinition de D de f; la fonction est-elle continue e ? Calculer les driveées
partielles, prengires et secondes, de

Soit la fonctionf : (x,y) — 22 + y*. Calculer, en appliquant le éoeme6.6, la
dérivee deF' : t — f(acost,bsint).

Soit la fonctionF" : r — F(r). On poser = \/z2 + y? + 22, ce qui permet de
définir la fonctionf : (z,y,z) — f(\/xQ +y2 + 22). Calculeraxz + &1 o ;42 8z2

Déterminer” pour que 'on ait 24 + £ 4 &1 — o,
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1.2

Annexe A

Int egrales multiples

Intégrale double

Notion d’inégrale double

Soit une fonctionf : (x,y) — z = f(z,y), définie sur un domain® fermé et suppose
nulle a I'extérieur deD.

L'espaceétant muni d’un regre orthorné direct(O, 7, 7, ?), lorsque le point{ (x, y)

se ceplace dan®), le pointM (z, y, z) décrit une surfacé.

On désigne pam et b les bornes irérieures et sugrieures des abcisses d’un point de
contour deD et parc etd les bornes iréirieures et sugrieures des ordoges d’un point
de ce néme contour.

On partagéda, b] parlesvaleursy =a <z <y < ... <2; < ... < Xy, = b

etjc,d] parlesvaleurgy =c <y <ya <...<y; < ...<yp=d

ce qui permet deé&finir un ensemble dewn rectangles recouvrar.

Soit £;; le rectangl€z;_1, z;] X [y;_1,y;], de dimensiong\z; = z; — z;_, et Ay, =

Yj — Yj-1-

On choisit arbitrairement daris;; un point4;;.

On consi@re lasommé 7, > 7™ f(Hy;) Ax;Ay;.

Si cette somme tend vers une limitelorsquem etn tendent vers I'infini de maerea

ce quesup Az; etsup Ay, tendent vers&o, incependamment de la fagon dont on fait
les partages et dont on choisit les poiftg, on dit quef est inegrable suD, que! est
l'intégrale def surd et on pose :

- | /D F(z,y)dudy

On peut @montrer en particulier que giest continue sub, I'intégrale existe toujours.

Calcul d’'une inégrale double

Le calcul d’'une inégrale double se ragne au calcul de deux igrales éfinies.
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82 Int égrale double

Limitons-nous, dans un premier temps, au cases parakles aux axes qui coupent le
contour de domain® ont en commun aveP un segment.

On peut choisir des point#l;; d’'abcisse¢;, constante pour tous les rectangles d’'une
rangge paraklea Oy et d'ordonreéen;, constante pour tous les rectangles d’une éang
paralkleaOzx.

On obtient alors la somme double :

n m

DD f& ) ArAy,

i=1 j=1

gue I'on peutecrire :

Yy A (Y F(&m)Ay;)

Or lorsquen — +oo avecsup Ay; — 0, il est clair que :
‘ m #2(&:)
1m2ﬁ@%%%=/uf@w®=ﬂ®
j=1 #1(&

et lorsquen — +oo avecsup Ax; — 0, on obtient :

n b
limZF(fi)Axi = / F(x)dz

b #2(&)
[ [ di=[ar [ ey
D a 1(&:)

Cetteécriture signifie quey étant fixe, on inegre d’abord par rappoéty ; la fonctiong,
admet pour graphe la partie @reure du contour dB, la fonctiong, la partie inerieure.
On obtient alors une fonction dequ’il restea integrer dez ab.

En inversant I'ordre de la mise en facteurs, on obtienégélement :

d b2 (y)
[ [y [ dy [ fwe
D c ¥1(y)

Exemple A1 [ [ (x + y*)dzdy ol D est cfini par{z > 0,y > 0,z +y < 1}. ll est
facile de repésenter le domaine (premier quadrant en dessous de la dreitd — )
e Premier calcul :

1 1—x 1 y3 1—z
I = / dx/ (x+y2)dy:/ dz {xy—l——}
0 0 0 3 1o

11 1 41t
= /—(l—x?’)dx:— - =2
o 3 3 1], 14

Finalement :
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A. INTEGRALES MULTIPLES 83

e Deuxeme calcul :

1.3 Proprietes

1. Ll'intégrale double se calculant par dewénmrales simples successivesésulte de
la lineéari€ d’une inégrale @finie que I'inegrale double est une expressioehire
de la fonctiona integrer, lorsque le domaine d’ggration est fig :

| [atew +hiepidzy = [ [ atepdoty+ [ | sy
[ [rraadiy = A [ [ sepady 2er

2. On peut montreegalement que si le domairie est la Bunion de deux domaines
disjoints D, et Dy, 0n a:

//Df(x,y)dxdyZ/ le(a:,y)da:dy+/ DQf(a:,y)da:dy

Cette propete permet cétendre la notion d'irigrale doublea des domaines de
forme cgrérale.

1.4 Cas particuliers

1. Le domaine d’ingégration est un rectangle.

On aalors : , J
| [ttty = [“ar [ s

Les bornes de la presnie inegrale ne sont pas fonction de

2. Le domaine d’inégration est un rectangle gtz, y) = g(z) f(y).
Dans ce cas :

[ [ swsesn = [ [owswa
= Uabg(ft)dx] [/Cdf(y)dy}

L'int égrale double est alors le produit de deuegrales simples.
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84 Int égrale double

Exemple A.2 [ [ xydzdy ot D est céfinipar:0 <z < let0 <y < 2.
_ 1 9 271,212
Ona:l= [, zdz [, ydy = [3}0 [%} =1

0

Calcul de volumes et de surfaces

Si f(x,y) est positif ou nul en tout point du domaitg, le produit f(H;;)Az; Ay, est
égal au volume d'un par&lepipede rectangle de surface de baseg Ay, et de hauteur
f(H;;). En sommant sui et surj, on obtient un volume qui la limite, estégal au
volumeV de la portion de cylindre, detgératrices paradllesa Oz, limité par la basé
et par la surfac&. On posera donc :

-/ /D £z, y)dady

Par contre, sf(x, y) n’est pas forément positif ou nul, on parlera de volumeé&gique.
Les portions sit@es en dessous du pla®y étant comptes megativement (voir pro-
priete 2).

Si on consiére maintenant la fonctiofi : (z,y) — 1, définie sur un domain®, il est
clair que l'integrale| [, dzdy donne le volume d’un cylindre de baseet de hauteur 1.
Le nombre obtenu est doggalement l'aire de la surfade. On posera donc :

= [ ] ad

Exemple A.3 (Volume d’une spére). Une spére de centré et de rayonk admet pour
équation, par rapporé un regere orthonorng d'origine O : 22 + 3? + 22 = R?
La demi-spkre S située au-dessus du plarOy a pouréquation :

PP+ =Retz >0 2= R?— 12 —2
C’est donc le graphe de la fonctioh: (z,y) — /R? — 22 — y? définie sur le domaine
D:a2?+y* < RL
Le volume limié par la demi-spére S et le planzOy est donc :

I = // R? — 22 — y?dzdy

VR2—22

= / dx VvV R? — x%2 —y2dy sur D, pourz fixe, —vR? — 22 < y < VR? — 22

VR2 22

VRZ 22
= / dz vV R? — 22 1_R2

R27172

On pose:
t i Y & Y intet — L <t<”
= arcsinl —F—— ———————— = S1Il - = -
VR? — 2? VR? — x? 27 T2

= dy =V R?—x%costdt
V1 —sin®t = |cost| =cost (> 0si—2 <t <7)
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Finalement :

R z R 31R

2 2

I = / (R2 - x2)dx/ cos? tdt = / (R2 - :102)dxz _T {R% — :1:_} = -rR3

_R _z R 2 2 3] 5 3
D’ou le volume de la sphre

4
V=2]= §7TR3

Exemple A.4 (Aire du cercle) Soit un cercle de centreet de rayonk. On a:

R27$2
S:// dzdy = / dx/
D VRZ—z2

= 2/ vV R? — 22dx
-R
R 2
= 2R/ J1— 2ode
_R R
On pose
in & * inu et Teu<l
u = arcsin — — =sinuet - = <u< —
R R 27 T2
= dr = Rcosudu
V1 —sin®u = |cosu| = cosu
On obtient
3 21 2 in2ul?
S:2R2/2 (3032udu:2R2/2 Mdu:ﬂ%? [g_l_sm4 u} ZQRzg:WRQ
-5 3 -3

Changement de variables

Soit l'intégrale doublgf [, f(z,y)dzdy.
Pour faciliter les calculs, il est souvent commode de changer de variables. Sans aller

jusqua la justification, relativement complige, du proeck, il convient cependant d’en
connatre les egles.

Le changement de variables, dans uregmale double, consisi@ passer d’'un couple
(x,y) a un autre coupléu,v) par l'intermédiaire d’'une applicationz,y) — (u,v).
Lorsque le pointH (z, y) décrit le domaineD, son imagek (u, v) va décrire un nouveau
domaineA.

L'application doit dontre bijective.

Consicerons maintenant les fonctiogset ¢ définies par = = ¢(u,v) ety = ¥ (u,v),
les formules de changement de variables.

On appelle éterminant fonctionnel ou Jacobien des fonctigret ) le déterminant :

D(z,y) _
D(u,v)
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86 Intégrale double

Sous éserve de la continutdes fonctions et et de leurs drivees partielles suky, on

[ [ steasay = [ [ 500000 52

Application : utilisation des coordonnées polaires

dudv

A tout point M/ du plan muni du regre orthonorra (O, 7.7, ?), on associe ses coor-
donrees ca#ésiennes: ety qui sont telles queOW =27 + y?
On peutégalement lui associer ses coordees polaires: et : si w est le vecteur

unitaire parakle et de reme sens que@ M,ona:

OM=rw (r>0),0=(7,7)0<0<2n)
Dans ces conditions, il est clair que se donney ), c’est se donner-(6) et reciproquement;
I'application(x, y) — (r, ) est bijective.
Ona:r=rcosf ety =rsind

D(x,y) | cos® —rsing | ) o
D(r,0) | sinf rcosd =rcos"f+rsin“f=r
D(z,y)
> pu—
r=0= D(r,@)‘

et on peugcrire :

//Df(x,y)dxdyz//Af(rcose,rsiné)rdrdg

Exemple A.5 On avaita calculer : 1 = [ [, \/R? — 2% — y?dady
On passe en coordoBas polaires. On obtient :

[ [\ VR? —r?rdrdd ou A est cefinipar :0 <r < R,0 < 0 < 2,

D’ou
2 R
I = / de/ VvV R? — r2rdr cas particulier2 du paragraphel .4
0 0
1 g
— o |_Z(p2_,? | _ % _p3

s [ 3(R %) }0 37TR

et donc A
V =_-nR?

3
Exemple A.6 | [, z* 4+ y*dady ot D est cefini parz > 0,y > 0 eta? + > < 2.
Dans un plan muni d’un regre orthonorré (O, 7, 7, ?), le domaineD est repeseng
par le quart de cercle, de centr@ et de rayony/2, situé dans le premier quadrant. On
passe en coordo@es polaires et on obtient :
[ = [ [,r*drdd oli A est cifinipar:0 <r <+/2,0<6 < 2.
D'ou

V2

3 V2 <[4
[:/ dQ/ rsdr:92lr—} _T
0 0 []0 4 0 2
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Intégrale triple

Notion d’inegrale triple

Soit une fonctionf : (z,y,z) — t = f(z,y,z), définie sur un domainé® fermé et
suppoge nullea I'extérieur deD.

L'espaceétant muni d’un reere orthorné direct(O, 7, 7, ?), D peutétre repeseng
par 'ensemble des points d’un volume ligjpar une surface fereeS.

On désigne parn etb, c etd, e et f les bornes iréirieures et sugrieures des abcisses, des
ordonrees et desates des point d§.

On partagéda, b] parlesvaleursy =a <z <2y < ... <2; < ... < Xy, = b

[c,d] parlesvaleurgp =c <y <y2 < ... <y; < ...<Yp =4d

etle, flparlesvaleursy =e < z; < 2 < ... <z, < ... <z, = f

et on quadrille 'espace par des plans d’'abcisggsy, ..., z,, des plans d'ordorée
Yo, Y1, - - -, Y €t des plans dedte zy, z1, . . ., z,, Ce qui permet deé&finir un ensemble de
mnp paralElepipedes rectangles recouvrant

On désigne patt;;;, le paralklepipede rectangle

[T, 2] X [yj—layj] X [Zk—1, Yk]
de dimen5i0n$xi =T; — Tj—1, Ay] =Y; —Yj—1 et Azk = Zk — Rk—1-
On choisit arbitrairement dans chaque p&lapipedeF;;; un pointi/; .
Soit maintenant la somme :

m n p

Z Z Z f(Mijk)Al’iijAZk

i=1 j=1 k=1
Si cette somme tend vers une limitelorsquem, n etp tendent vers I'infini de magre
a ce quesup Az;, sup Ay; etsup Az, tendent vers &ro, independamment de la fagcon
dont on fait les partages et du poihf;;;, on dit quef est inegrable sutD, que! est
I'int égrale triple def sur D et on pose :

[ [ [ st 2w

On peut @montrer, en particulier, que, siest continue sub, l'intégrale existe.

Calcul d’'une inggrale triple

Le calcul d’'une inkgrale triple se ragme au calcul d'une iegrale double et d’'une
intégrale simple donc, finalement, au calcul de troiégnales simples successives.
On peut choisitM;;;, = (&, 1, Cx); ceci revienta choisir néme abcisse pour tous les
points de premier indicé méme ordonae pour tous les points de deemie indicej
et meme ©te pour tous les points de trasne indicek. On peut alor€crire la somme
triple :

m n

DD flEm QAT Ay Az = Az > > f(&,myy Ge) AriAy;
k=1

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
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88 Intégrale triple

A la limite, la somme double est l'iagrale double de (z,y, (x) par rapportyz ety,
(x etant fixe, sur un domainé((;) obtenu par I'intersection d® par le plan de @té
Cette inégrale double estvidemment fonction dé&.. Il ne reste plus g& sommer suk:
ce qui,a la limite est une irigrale simple sut. Onécrira donc successivement :

///Df(a:,y,z)dxdydz - /fdz// f(z,y, 2)dzdy
R R B

Cette notation signifie que et y étant fixées, on inkgre d’abord par rappott x ; les
bornes de cette preere ineégrale @pendant en&réral de(y, z). On integre ensuite par
rapportay, z étant fibé ; les bornes de cette dearie inégrale @pendant engyeral de
z. Enfin on inkgre par rappod z.

Bien entendu l'ordre d’iréigration choisi ici est arbitraire; on pourrait commenaer
integrer d’abord par rappott z, x ety étant fixes, puis par rappod z, y étant fixe,
enfin par rapporay.

Exemple A.7 [ [ [, zyzdzdydz ou D est cfini par:z > 0,y > 0, z > 0, 2—; + z—i +
2 <1(a>0,b>0,c>0).
Le domaineD peut iciétre repeseng par un huiteme d’ellipséde. On a

a b\/lf';”—g C\/l*%*%
I = / :cdx/ ydy/ zdz
by/1-22 2 2
= /xdx/ ydyc— 1-= -2
2 a? b2

48
Le produitAz; Ay, Az, estégal au volume du paré@lepipede rectangler; ..
Soit maintenant la fonction :

| (z,y,2) — 1lsurD
. (x,y,2) — Oailleurs

Il est clair gu’en multipliantAz; Ay; Az, parg(M,;,) et en sommant sur j etk, on ob-
tient un volume quia la limite, eségal au volume de la portion de I'espace eantant
D.
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Changement de variables

Soient les formules de changement de variables :
r=¢(u,v,w),y=vu,v,w)etz=x(u,v,w)

définissant une correspondance bijective entre I'enseiides pointyz, y, z) et I'en-
sembleA des pointqu, v, w). On admettra que, sousgerve de la contin@tdes fonc-
tions ¢, v ety et de leurs érivees partielles :

///f:cy, dxdydz—///f (u, v, w), Y(u,v,w), X(uvw))‘é)((zg’w))

dudvdw

ou % est le Jacobien des fonctionsy et x défini par le éterminant :
A A
D(w,y,z) | "% "0
T Zy Zy

Cereralisation

On peut envisager des @grales:-uples de fonctions devariables. Le supportagpetrique
fera évidemment totalementéfhut ces quen > 3, ce qui n'est pas &cessairement
génant.

En fait le processus de calcul sera léme que pour les iagrales doubles et triples.

Rappels de necanique
L'espace est muni d’'un ré&pe orthonorra Oxyz

Pour un ensemble de points i88l4;(x;, y;, ;) affecés d’'une masse:;, de masse totale
M =5".m;, on cefinit :

le centre de masseG(X, Y, Z) par la relation vectoriell® . m;GA;, = O.0nen @&duit
MOG = > m;OA,, d'oll les coordon@es de

1 1 1
= M;mziﬁz Y = M;miyi X = Mzi:mizi
le moment d’inertie par rappor& un pointa un axe, o un plan :

ou d; est la distance du poid; au point,a I'axe, ou au plan par rapport auquel le
moment d’inertie est calcal
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Pour une tige poé par 'axeOz, de masse $gifique (lireaire)p(z), (a,b) étant I'en-
semble des abcisses des points de la tige, on obtient :

b b
M:/ p(x)dx,X:%/ zp(z)de , (Y =2 =0)

I / " (o)) de

ou d(z) est la distance du poird(z) de la tige,a I'élément par rapport auquélest
calcuk.

Pour un plaque plane siuwsur le planctOy, de masse gzifique (superficiellep(z, y),
D étant 'ensemble des couplés y) assoads aux points de la plaque, on obtient :

M = //Dp(rcay)dxdy
X = %//Dxp(x,y)dxdy
Y = %//Dyp(fﬁay)dmdy,(ZZU)

1= [ [ @ty

ou d(x,y) est la distance du poit(z, y) de la plaquea I'élement par rapport auquél
est calcug.

Pour un solidea 3 dimensions, de masseésffiquep(z,y, z), A étant 'ensemble des
triplets (z, y, z) définissant les points du solide, on a :

M:///p(az,y,z)dxdydz,X:i//a:p(:c,y, z)dzdydz
A M J Jp

1 1
Y = M//Dyp(a:,%z)dxdydz , 2 = M//DZP(%ZL z)dzdydz

I= // d*(z,y, 2)p(x, y, z)dedydz
D
ou d(x,y, z) est la distance du poi(z, y, z) du solide,a I'élément par rapport auquel

I est calcug.
Si le solide est homamne, la masse épifique est constante.
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4 EXxercices

1.
2.

Calculer [ [, zydzdy, ou D est céfini par{z > 0,y > 0,y <1 — 2z}

Calculer, par deux &thodes diférentes if [, wydxzdy, ou D; est cfini par{z >
0,y > 0,2% +y* < R*} Calculer [ [}, wydzdy, ou D, est cfini par{z > 0,y >
0,22 +y? < R* z+y>R>0}

3. Calculer[ [, xsin(z + y)dzdy, ou D est dfinipar{0 <z < 7,0 <y < I}

4. Calculer [[™ [(7 ——1— dwdy

10.

11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.

(x2+y2+a2)2

. Calculer l'aire plane limiée par les courbes &ljuations, dans un rege ortho-

normey = 22 ety = 2 — 22

. L'espace est muni d’un ré&pe orthonorr@ Oxyz. Calculer le moment d’inertie, par

rapporta I'axe Oz, d’'une plaque homane sit@ dans le plan:Oy et limitée par
les courbes dquations 3? = 4z, 2 = 0,y = 2.

. Déterminer le centre de masse d’une plaque semi-circulaire hemeogle centre

O et de rayonR.

. Caleuler[ [}, ,»dedy ou D est efini par{z > 1,y > 1,2 +y < 3}
. Calculer -4 dzdy ou D estle triangle de sommet®10, 0), A(a, a), B(a,0
D

a2y = _ ,
aveca > 0, les trois point€tant re@rés par rappoi un systme orthonor@zOy.

Calculer [ [, -1 dvdy ou D estfinipar{0 <2 <1,0<y <1l,v+y > 1}
Calculer[ [ [, z*dzdydz ol D est céfini par{z? + y* + z* < R?}

Calculer[ [ [, zdzdydz otV est cfini par{z > 0,y > 0,2 > 0,z +y+ 2 < a}
Calculer[ [ [, zd(z+y+2)dydz otV est cfini par{—h < z < h,2*+y* < R*}

Calculer le volume, la masse, le moment d’inertie par rappson axe deavolution,
d’un cdne de evolution homogne, de hauteut et de rayon de bage. Déterminer
son centre de masse.

12
Calculer [ [, 72" )drdy. En ceduire [ e bas.
Calculer la surface d’un cercle de rayin
Calculer le volume d’'une sghe de rayorRi.

Calculer l'aire plane limite par les courbes @fjuation ? = 4z ety = 2z — 4,
dans un reere orthonorra.

Calculer I'aire et éterminer le centre de masse d’'une plaque plane héeneti-
mitée par une courbe @&juation polaire :

2 _ 2 - -
(@) r° =a”cos20 avec—7§ <0 < 7§
(b) r =acosfavec—5 <6< %

L'espace est muni d’'un ré&pe orthonorra. Calculer le volume eté&lerminer le
centre de masse d’'un solide honeéog limié par la surface équationz? 412 +2 =
9 etle planz = 0.
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92 Exercices

21. Calculer le volume et@erminer le centre de masse du solide hoamegimié par
les plans déquations z = 0,y = 0,2 = 0,2 + 4 + 2 =1, (a,b,c € R})

22. Calculer le moment d’inertie par rapp@tune de ses ates d’une plague rectan-
gulaire homogne.
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5 Solutions

1. Ona:

I, =

(b) On peutegalemenécrire, en passant en coord@es polaires :

L = // r? cos sin Ordrdd oul A, est céfinipar{0 <6 < 2,0 <r < R}
A

7r/2 R

= / cos@sin@d@/ r3dr
0 0

B [smw]z[rT
2 1o L4],

R4

8

Soit maintenant, = [ [, xydzdy. Ona:

R VR2—z2
I, = / xdz / ydy
0 R—x
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R 29 VR2—z2

= / xdx {y_]
0 2 R—zx
1 [ 1] 2% 224"

= = R?> -2 — R* — 2® + 2Rx)ade = = |R*— — =~
2/0 ( x r° + 2Rx)xdz 5 3 T,
R4

. Soit] = [7% [

12

T 77/2
I = / xdx/ sin(z + y)dy
0 0

— / xdx [— cos(z + y)]olz

0

= /Dwx<—cos(x+g) —|—cosx) dx

= / x(cosx + sin x)dx
0

On integre par partie§ [ udv = uv — [vdu) en posantt = u = dzr = du et
(cosx +sinz)dr = dv = v =sinz — cosz

™

I = [z(sinz — cosz)); / (sinz —cosz)dr =7 — [—cosz —sinz|; =7 — 2
0

0 mdxdy. Le domaine d’inggration peuétre repéseng
dans un plan, muni d’'un répe orthonorra, par le premier quadrant.

On passe en coordo@es polaires :

[ w/ ﬁdr:z{_ﬁ} _
0 o (rr+4a?) 2| r2+a?], 2a

. Dans un plan muni d’'un ré&ge orthonorra, I'aire a calculer est limée par deux

paraboles admettaptOy pour axe de sy#gtrie et syngtriques entre elles par rap-
porta la droite déquationy = 1. Ces deux paraboles se coupentHnr-1,1) et
B(l,l):y=2—-a2*=2’=2=1=2z=+1.0na:

1 2—a? 1 2710 ]
S//dxdy:/ d:v/ dy:/ (2 —22%)dz = {293—2—] = -
D -1 2 —1 3 1 3

. La plaque plane est la surface entre I'éxg, la droitey = 2 et la courbe)* = 4x.

On a, siD est 'ensemble de@:, y) définissant la plaque de massé&sifiquep :

2 vy
I = // P($2+y2)dxdy=p/ dy/ (2 + y*)dx
D 0 0
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2 23 92/4 2 y6 y4
L] e [ ()
/0 3 . o \192 " 4

7 572
N
- p{1344+20h
R
~ 105"

Il est d’'usage d’exprimer un moment d’inertie en fonction de la masski solide.
Si S est l'aire de la plagque, on a:

M://pdxdy:p//dxdy:pS
D

y/4 3 2
oo [ o] w2

7. On choisit le repre orthonorra Oxy de manére queDy soit I'axe de syratrle de
la plaque. Soienp la masse ggcifique (constante) de la plaque, sa masseD
I'ensemble deéz, y) définissant la plaque. Sait(z, y) le centre de masse cheéch

Ona:
M// xdedy = — // r cos Ordrdd

, en passant en coorda@es polairesA est cefini par :{0 <0 < 7,0 <r < R}
T R 3
X = ﬁ/g 0059d9/0 ridr = %%[sin@]g =0

Ce iesultatétait pevisible puisqu&y est un axe de syatrie. Le centre de masse
est donc sita surOy et a pour ordonge :

™ R 3
:%//Dyda:dy:%//Arsinﬁrdrdﬁzﬁ/O sin@d@/g rzdr:%%[—cose]g

c’'esta-dire 5
P 3
Y=-—R
3M
OrM = [ [, pdedy = p [ [, dady = 17R%p = £ = . Finalement :

Y = iR ~ 0.4244R
3T

8. Le domaine d’inégration est facil@ repésenter. On a :

[ amses = [0 /

bar-hen.net



96

Solutions

9.

10.

11.

Soit] = [ [}, ;»:4=dvdy. On passe en coordoges polaires :

2 .
;- //r cosgsmﬁrdrde
7T/4 COS
:/ cos&sm@dﬁ/
0

7r/4 CL2
= / cos 0 sin 6d6
0

2cos26
B / s sin 9
N CoS 9
= —? [log(cos 0)]

= —log\/_

2
Zlog2
Soit/ = [ [, ﬁdxdy
OnaI—f0 dy f1 ymdx*fo dy[log(z + v)]1_, fo log(1 + y)dy.
On integre par parties (f udv = uv — [wdu) en posantd = dy = v = y et
log(1+y)=u=du=+%

1+y
I = log(1 + /—d
[ylog(1 +y)] W
Y14y 1
= log2 — d +/ —d
& 0 1+yy 0 1+yy

= log2 — [y]s + [log(1 +y)]p
= 2log2—1~0.3863

Soit/ = [ [ [, z*dzdydz.
L'espacettant muni d’un regre orthonorra d’origineO, le domaine d’inkégration
peutétre repeseng par 'ensemble des points gsa I'intérieur d’'une spare de
centreO et de rayonR. La synetrie de evolution autour de I'ax®z suggre le
passage aux coordo@es cylindres, c’esa-dire le changements: = rcosf; y =
rsinf; z = z. Le domaine d’'ingégrationA étant &fini par0 < 27,0 < r < R,
22 +r? < R%

cosf —rsinf 0
Le Jacobien de cette transformation g%% =|sinf rcosf 0 |=r

0 0 1

Doul|J|=|r| =r.
finalement

27 VR2—rZ R 9 3
[—/// Z rdrd@dz-/ d9/ rdr/ z—27r/ g(Pﬁ_r?) 2rdr
VR2—2z2 0
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R
D’OU[ = 2?71- [_%(RQ _7,2)5/2]0 _ %ﬂ'R‘G
12. SoitI = [ [ [, zdzdyd=.

Onremarque que +y + z > 0 = a > 0. Les triplets(z, y, z) du domainé’ sont
tels que :

e 0<zr<a—y—=z

e 0 <y<a-zlaconditionl2impliquanta —y—z2>0=y<a—z

e 0<z<ala conditioanimpquuanta —2>20=>2<a

Onendduit! = [/ zdz [["“dy [ " de = [ 2dz [ "(a —y — 2)dy

a 271a—%2 a 2 3 474 4
Y 1 9 1| 52 20z a
/Ozz[(a 2)y 2]0 /02(a z)*zdz 5|95 a3+4 T

L'espaceétant muni d’un repre orthonorré, le domaine d’irégrationV’ peutétre
repieseng par une pyramide de sommet

13. SoitI = [ [ [, (z +y + z)dzdydz.
L'espaceétant muni d’'un repre orthonorra Ozyz, le domaine d’inégrationV’
peutétre repesené par I'ensemble des points s&a I'intérieur d’'un cylindre de
révolution autour de 'ax€®z. On a:

VRZ 22
I = / da:/ /(x+y+z)dz

VRZ—z2
VRZ 22 27 h

= / da:/ {xz+yz+2} dy
VRZ—22 —h
VRZ_z2

= / dx/ h(z + y)dy
R2712

VR?—22
= / 2hdx [:Ey +4 }
R 2

—VR*=2?
R
= / 2h2xv R? — x%dx

D'ou n

2 3/2

I =2h|—2(R*—2?) =0

3 -R
On aurait pu obtenir le me Esultat en passant en coordées cylindriques (voir
exercicell).

14. On choisit un repre orthonorra Oxyz dont l'origine est le sommet duboe et
Oz l'axe de Evolution. SoitD I'ensemble des tripletér, y, z) correspondant aux
points sit@sa l'intérieur du 6éne. On é@signera par V' le volume du éne,p sa
masse sgcifique (constante))/ sa masse/ son moment d’inertie par rappacat
Oz, etG(X,Y, Z) son centre de masse. On a:

_ / / /D dedyd: — / / /A rdrdéd:
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Solutions

15.

16.

17.

en passant en coordoges cylindriques.

Le domaine d'inégrationA est cefinipar{0 < 0 <27;0< z< H;0<r <
L2},

DoncV = f do fo dz foH rdr = 27r2
OnaM = [ [ [, pdedydz = pV = ;7 R*Hp

Onal = [ [ [, p(z*+y*)dzdydz = p [ [ [, rxr’drdfdz = pfo27T dg fUH dz fogzr?’d'r =
2mps fOH g—iz‘*dz = %wpg—i%s = =mpR'H = S MR?

Le cdoneétant homogne, il estvident que le centre de masséX, Y, Z) est sur

'axe Oz, doncX =Y = 0 (a \erifier). On a:

Z =+ [ [ [,pzdadydz = £ [ [ [, zrdrdddz = & 02” do fOH 2dz fO%Z rdr =
2 4 H
2m lf HQZ?’dz—WpR [z—] :lﬁﬁRQ]—j?:éH
0

3

H
R z _ 1
2dZ = H_ |:§i|0 = §7TR2H

M H? | 4

llestclairque lonaJ = [ [, Re*ﬁ PHdedy = [T e de [T eV dy =
Ix1=T*enposanf = [* e 2" du
Or si on passe en coordoges polaires, onJ = [ [, e~27"rdrdd ol A est cfini
par:{0 <0 <2m,r >0}

2m +oo _1 2 _1,2 oo
doncJ = [, dd [, 2 rdr = 10157 [—e 2" ] =21 x1=27

0

On en @&duit/ = /2 et doncff;o S=e"idu = 1

OnaS = [ [, dzdy ou D est cfini parz® +y* < R*. En passant en coordobes
polaires, on obtientS = [ [, rdrdd ou A est efini par{0 < 0 < 27, r < R

2

R
doncS = [27dd [ rdr = [0 [r_] — R?
0

2

Ona:V = [ [ [,dzdydz ou D est cfini parz? + y* + 2> < R?. En passant
en coordonées polaires, on obtientl; = [ [ [, rdrdfdz ou A est fini par
{0<0<2m,0<r <R, 22+’ <R}

doncV = f dd fo rdr [* j%dz = 0 "do fo r2v R? — r2dr = 27 [—%(R 7"2)3/2
TR
3
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Annexe B

Formulaire

Trigonometrie

m = 3.14159265358...

cos(—x) = cos(x) cos (2 —x) =sin(z) cos (5 +x) = —sin(z) cos(z + ) = — cos(x)
sin(—z) = —sin(z) sin (2 —z) =cos(z) sin (3 +x) =cos(z)  sin(z+ 1) = —sin(z)
tan(—z) = —tan(z) tan (% —z) = tanl(x) tan (2 4+ z) = —tanl(m) tan(z + 7) = tan(z)
cos(z + 2m) = cos(z) sin(z + 27) = sin(x)
x 0 \%[ \%[ T3
3 V2| 1

cos(w) |15 | 5| 5 | 0]—1

sin(z) |0 L [ 2] 2] 1] 0

tan(z) | 0 \/lg 1 [v3]oo]| 0

_ 1
cot(x) = )]

cos?(x) + sin*(z) = 1

e cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

e tan(a +b) = %

e cos(p) + cos(q) = 2COS( ;q) coS %‘1)
e sin(p) + sin(q) = 2sin (E2) cos (22)

e cos(p) — cos(q) = —2sin (%) sin (’%)
e sin(p) — sin(q) = 2sin (p%q coS (1%

e cos?(a) = m

o sin’(a) = R
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100

Fonctions élementaires

e cos(2a) = cos?(a) — sin®(a)
= 2cosz(a) —1=1-2sin*(a)
__ 1—tan?(a)
~ 1+tanZ(a)
e sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
_ 2tan(a)
~ 1+tan?(a)

2tan(a
o tan(20) = om0

e cos(3a) = 4cos?(a) — 3 cos(a)
e sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a)

Fonctionselementaires

Fonctions trigonom@triques

esi0<y<met—1<z<1:
e y = arccos(r) <= x = cos(y)
e arccos(cos(y)) =
e cos(arccos(z)) = x
e (cos(x)) = —sin(z)
1

e (arccos(z)) = ——==

° si—ggygget—lgxgl:
e y = arcsin(z) <= x = sin(y)
e arcsin(sin(y)) =y
e sin(arccos(x)) ==
e (sin(x)) = cos(x)

- _ 1
o (arcsin(z)) = 7=

e Si —5<y< 73

e y = arctan(z) <= z = tan(y)
e arctan(tan(y)
(

)=y
e tan(arctan(z)) = x
o (tan(x)) =1+ tan*(z) = COS%(I)
e (arctan(z)) =

Logarithme éperien

e (In(z)) =2,2>0

e In(1)=0

e In(e)=1

e In(ab) = In(a) + In(b)
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B. FORMULAIRE 101

e In(1) =—In(a)

e = 2.71828182845...

Exponentielle

Siy>0:
y=e" << x=In(y)
) =y
In(e”) = x
et = ede
e’ =1

e = Yea
(ex)l = %

b

Puissance

Sia>0:
o a1V = a%a¥
e a’=1
_ 1
e 0 ¥ = =
o () =
e (a*) =a"In(a)

Siz >0:
o Ot = gagh
° (xa)/ — Oél'a_l

Fonctions

Derivees

%) = az*!

™) = ae™ (a € C)
Ina)’ = L
cos(x)) = —sin(x)

sin(x))" = cos(x)

tan(z)) = 1 + tan®(z) = —3

cos?(x)

e 6 o6 o o o
NN N N TN N
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102 Fonctions

e (arccos(x)) = —

—
_
| =
8
)

=
=
1
&

e (arcsin(z)) =
(arctan(x)) = 7o
(f+9)=[f+¢
Af) =Af (A eR)
(f9)'=fg+fd

<§> _ f’g 19’

(fog) = (f’og)

[f(g(@)] = f'(g(x))g (x)

(a+ h) — f(a) = hf'(a) + he(h) ol e(h) — 0Sih — 0

f
_ - 1 1
f est la fonction éciproque dg (y = g(z) <=z = f(y)) : ¢'(x) = @) = @)

Formule de Taylor

hr— 1
RRCE

Flat h) = f(a) + ' a) + 5 @) + o o D (a) 0 ot 0m)

si £ continue en :

hn— 1
BRCE]

Flath) = Fa) + hf (@) + o f (@) ot e FO ) + ) ) 4 ()

oue(x) — 0 siz — 0 (developpement d¢ au voisinage de)

fla+h)= f(a)+ hf'(a+6h)

(casn = 1 : formule des accroissements finis)

Développements usuels au voisinage de 0

2 3
Lttty -+ T+ 2"e(x)
26 - n
o cos(x) =1— g +% —a+---+(—1)”<z 5+ e(@)

2n-+1

o sin(@) = — 5+ 4 — G+ (1) gy e (o)
'ﬁ:1+x+$ + a2+ 2"+ 2"(x)

o o=1- x+x — 2%+ (1) + 2"e(z)

o =12+t — a4 (=1)" + 2 e(x)
'1n(1+x>:x_§+aj@,j_i_4+"'+(—1)%—i—x”“e(m)

e arctan(z) = x — ﬁ + _5 _ w_7 bt (_1)m§in4:11 + 220t e(x)
° (1+£IZ’) _ 1+Oé£C—|—a(a 1) 2+a(a 1)(a 2)x3+”._i_a(a—l)(a—2)...(a—n+1)xn+xn€(x>

n!
o tan(z) =z + % ~|—2i+1371x5 +ﬁx + 2% (z)
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Primitives et Intégrales

Regles de calcul

o [[(f(x)+g(x)de = [} f(z)dx+ [} g(x)de
. ff M (z)de = )\fabf(x)da:

° fabf(x)dx = f:f(x)dx + fcb f(z)dzx

o f(z) < glo) =[] flz)de < [} gl)de

Primitiveselementaires

o fxo‘dw:;—;—i—C,(ale;éO)

o [E_mmz+C

o [e¥dr =1+ C

e [cos(z)dr =sin(z) + C

e [sin(z)dr = —cos(z) + C

e [tan(z)dr = —In|cos(z)| + C
o [ de _ arctan(z) + C

1+z2
o [ liZde =1In(1+2?) +C
o | \/% = arcsin(z) + C

Pro&deés d’inggration

e changement de variablequ(u(a:))u’(a:)dx = fuu(g’)) f(u)du

o integration par partiesf’ f(z)¢'(z)de = [f(z)g(x)]’ — [ f'(x)g(z)dz

e fractions rationnelles :&velopper elements simples.

Inegrales @finies @réeralisée

o [T ()t =lim, oo [T f(t)

o [T F)dt=["_ f(t)dt+ [ f(t)dt, (a quelconque)
o [V f(t)dt = lim, ., [ f(t)dt (f non continue er)

o [ Ldr=_L poura>1

° 1+°O a%d:x = +oo poura <1

o [} Ldr= 1 poura <1

o fol —dz = +oo poura > 1
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Fonctions de plusieurs variables

Fonctions de plusieurs variables

e Fonctions de deux variable$z, y) — f(z,y)
e Fonctions de trois variablesz, y, z) — f(z,y, z)

e Fonctions de: variables (1, xs, ..., 2,) — f(x1, 22, ...

Deérivees partielles

° g_i”(xO’ o) = f1 = limy,_.o f(xo+h,yo}z—f(xovyo)
° g—?]j(xo, Yo) = f; = limy_.o f(xo7yo+klz—f(xoyyo)
2
° 5 (%) = %72%: e
0 J— _ 1
® o (a—m) = Bzoy — Jay
o 2 af\ _ O F _ n
ox \ 0y )] — Oyox =~ Jyzx
o O (0f) — 2%f "
dy \ Oy ) — 0Oy? y2

f;,y(xm yO) = fgl/lx(an yU)

, Tn)
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6 Lalphabet grec

alpha
béeta
gamma
delta
epsilon
Zeta
éta
theta
iota
kappa
lambda
mu

nu

Xi
omicron
pi

rho
sigma
tau
upsilon
phi

chi

psi
oméga
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