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1 Processus stochastique

1.1 Définition

Un processus stochastique{Xt : t ∈ T } est une suite de variables aléatoires index́ees
parT à valeurs dans un ensembleX .
T estl’ensemble des indices. Souventt repŕesente le temps maist peutêtre de dimension
multiple (par exemple la longitude et la latitude). SiT est à valeur discr̀ete on parle
de processusà temps discret. Si l’ensemble des valeurs deT est continu, on parle de
processus̀a temps continu.
X est l’ensemble desétats du processus. L’ensemble deśetats peut̂etre continu ou
discret mais nous nous limiterons au cas où cesétats sont en nombre fini ou dénombrable.
En ŕesuḿe, on peut dire que la caractéristique de base d’un processus stochastique est le
fait que la loi de la variableXt soit fonction det.
La notion de processuśelargit la notion de variable aléatoire. Une ŕealisation d’un pro-
cessus est appeléetrajectoire . C’est donc la suite des réalisations des variables aléatoires
Xt.
Les ŕealisations d’une m̂eme variable aléatoire pouvant̂etre diff́erentes, les réalisations
d’un même processus peuvent donner des trajectoires différentes.
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1.2 Exemples

1. Le cours d’une action cotée en bourse au jour le jour :
– Xt : valeurs (en francs) de l’actioǹa la datet
– X : R+

– T : {jour de cotation}
2. Un exemple de processus stochastique déǵeńeŕe est l’́echantillon i.i.d :

– {Xt : t ≥ 1} Xt ∼ N (0, 1)
– X : R
– T = 1, . . . , n
Un processus plus intéressant est le processus cumulant :St =

∑t
i=1 Xi. Nous

reviendrons rapidement sur ce processus dans le prochain paragraphe.

3. Jeu de “Pile ou Face”. Après chaque lancer, le joueur gagne 1F s’il obtient “Pile” et
perd 1F s’il obtient “Face”. La variableXn repŕesentant sa fortune aprèsn tirages
est un processus appelémarche aĺeatoireouprocessus de Bernouilli. (X = Z et
T = N). On peut noter qu’en relation avec l’exemple2, ce processus peutêtre vu
comme un processus cumulant.

4. La temṕerature au sol̀a un instant donńe dans une parcelle est un processus dou-
blement indiće. La loi deXmn dépend de la longitude et de la latitude :X = R et
T = R2.

5. Le nombre de cellules dans une cultureà la datet. On suppose que chaque cellule
se divise en deux au bout d’une durée aĺeatoire de temps.

1.3 Processus cumulant

Le processus cumulant est un mécanisme essentiel dans beaucoup de processus et nous
allons donc en présenter les bases.
Soit{Xn}n∈N = {X0, X1, X2, . . .} une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
centŕees ŕeduites, c’est-̀a direXi ∼ N (0, 1). Soit :

Sn =
n∑

i=0

Xi

Sn est distribúe selon une loi normale car c’est la somme de variables aléatoires gaus-
siennes ind́ependantes.

bar-hen.net



6 Processus stochastique

De plus :

E(Sn) = E

(
n∑

i=0

Xi

)
=

n∑
i=0

E(Xi) = 0

V(Sn) = V

(
n∑

i=0

Xi

)
=

n∑
i=0

V (Xi) = n

et donc

Sn ∼ N (0, n)

Il est important de noter que lesSn ne sont pas ind́ependants. En effet :

Sn = Sn−1 + Xn

Cov(Sn, Sm) = E(SnSm)− E(Sn)E(Sm)

= E

(
n∑

i=0

m∑
j=0

XiXj

)

=
n∑

i=0

m∑
j=0

E(XiXj)

=

min(n,m)∑
i=0

E
(
X2

i

)
= min(n + 1, m + 1)

On peutétendre cette d́efinition à un processus̀a temps continu : on d́efinit le processus
{Xt : t ≥ 0} par

Xt ∼ N (0, 1)

Cov(St, Ss) = min(s, t)

Le processus ainsi défini est appeĺemouvement brownien.
Historiquement ce processus est censé rendre compte de la trajectoire d’une particule
dans un espace contenant d’autres particules.

bar-hen.net
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2 Châıne de Markov

2.1 Processus de Markov

Définition 0.1 Un processus de Markov est un processus dont l’évolution future{Xs :
s > t} ne d́epend de son passé qu’à travers sońetatà l’instant t :

∀s > t, L(Xs|Xr : r ≤ t) = L(Xs|Xt)

oùL(Xs|Xt) désigne la loi deXs sachantXt.
Cette d́efinition signifie que, pour le futur, l’histoire du processus jusqu’à l’instantt est
entìerement ŕesuḿee par sońetatà l’instantt ; ou encore que le présentétant connu, le
futur est ind́ependant du passé.

Revenons sur les exemples de la section préćedente :
– le cours d’une action (exemple1) n’est vraisemblablement pas un processus de Mar-

kov : la “mémoire” du processus est probablement plus longue (par exemple une ten-
dance saisonnière) ;

– un processus d́eǵeńeŕe (exemple2) est bienévidemment un processus de Markov, le
processus cumulant aussi : seule compte la dernière valeur. On parle parfois d’ordre
du processus ou encore demémoire, c’est-̀a-dire de la “longueur” de la d́ependance.
Le processus cumulant est d’ordre 1 alors que le processus déǵeńeŕe est d’ordre 0.

– La fortune du joueur au jeu du “Pile ou Face” (exemple3) est un processus de Markov
si les tirages sont ind́ependants ;

– dans le cas de la température dans un champ (exemple4) la question ne se pose pas
par rapport̀a cette d́efinition puisque l’indice est double.

2.2 Châıne de Markov

Définition 0.2 Une châıne de Markov est un processus de Markov pour lequelX et T
sont finis ou d́enombrables.

Une châıne de Markov est donc un processusà temps discret.

En notanti1, i2, . . . lesétats contenus dansX , nous avons :

P(Xn+1 = in+1|X0 = i0, . . . , Xn = in) = P(Xn+1 = in+1|Xn = in)

La loi d’une châıne de Markov est donc entièrement d́etermińee par les probabilités ini-
tialesπ0(i) =P(X0 = i) et lesprobabilit és de transition:

πn,n+1(i, j) = P(Xn+1 = j|Xn = i)

Il est suffisant de donner les probabilités de transition en unéetape car les autres proba-
bilit és s’en d́eduisent imḿediatement :

πn,n+2(i, j) =
∑
k∈X

πn,n+1(i, k)πn+1,n+2(k, j)

πn,n+3(i, j) =
∑
k∈X

πn,n+2(i, k)πn+2,n+3(k, j)

etc.

bar-hen.net



8 Châınes de Markov homog̀enes

On reconnâıt là la formule de multiplication matricielle. Ce résultat se ǵeńeralise :

πn,m+p(i, j) =
∑
k∈T

πn,m(i, k)πm,m+p(k, j) (1)

Cetteéquation est connue sous le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov.

3 Châınes de Markov homog̀enes

Définition 0.3 On appelle châıne de Markov homog̀ene une châıne de Markov dont les
probabilités ne d́ependent pas de l’instantn consid́eré :

πn,n+1(i, j) = π(i, j)

Par exemple la fortune du joueur au jeu de “Pile ou Face” est une chaı̂ne de Markov
homog̀ene car la probabilité de passer d’une sommeà une autre ne d́epend pas de l’instant
consid́eŕe (sous l’hypoth̀ese de tirages indépendants...).
La loi d’une châıne de Markov homog̀ene est ŕesuḿee dans lamatrice de transition Π
qui contient l’ensemble des probabilités de transition. Traditionnellement, l’indice de la
ligne donne l’́etat au tempsn et l’indice de la colonne donne l’état au tempsn + 1 :

Π =


π(1, 1) . . . π(1, j) . . .

...
...

π(i, 1) . . . π(i, j) . . .
...

...


Tous les termes de la matrice des probabilités de transitionΠ sont positifs ou nuls et
la somme des termes sur une ligne estégaleà 1.En effet, quand on est dans unétat
donńe, à l’étape suivante, on effectue une transition avec la probabilité 1. Les termes
d’une ligne donńee constituent donc une loi de probabilité appeĺee loi de transition de
l’ état correspondantà l’indice de la ligne. Une matrice carrée posśedant ces propriét́es
est appeĺeematrice stochastique.
Nous verrons plus loin (page12) que la matrice de transition entre le tempsn et le temps
n + k peut s’́ecrireΠk.
Un cas particulier est celui des chaı̂nes de Markov homog̀enes finies. La loi est donc
donńee par une matrice de dimension finie.

3.1 Classification deśetats

Dans la d́efinition que nous avons donnée d’une châıne de Markov, l’́evolution du pro-
cessus au cours du tempsà partir d’unétat donńe est entìerement d́ecrite par la matrice
des probabilit́es de transition. On peut aussi voir une chaı̂ne de Markov comme un en-
semble d’́etats entre lesquels s’effectuent des transitions. Certaines transitions sont pos-
sibles (probabilit́e de transition strictement positive) alors que d’autres sont impossibles

bar-hen.net
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Figure 1 – graphe des transitions possibles d’une chaı̂ne de Markov

(probabilit́e de transition nulle). Ceci nous amèneà vouloir visualiser une chaı̂ne de Mar-
kov en repŕesentant chaquéetat par un sommet et chaque transition par un arc. Il faut
noter qu’un arc possède une orientation. Ce point de vue structurel consiste en faità vi-
sualiser le graphe des transitions possibles d’une chaı̂ne de Markov (voir figure1). Dans
la mesure òu les arcs sont orientés, on parle degraphe orienté. Si des poids sont associés
aux arcs, on parled’automate
Dans la th́eorie des graphes, on appellecheminune succession d’arcs, telle que l’extrémit́e
du nèmearc soit l’origine du(n + 1)èmearc et on appellecircuit un chemin ferḿe. Le
graphe des transitions possibles de la figure1comporte par exemple le chemin [0,1,2,3,4,5]
et le circuit [0,1,2,0].
Pour la suite on noteπn(i, j) la probabilit́e que le syst̀eme soit dans l’́etati au tempst et
dans l’́etatj au tempst + n :

πn(i, j) = P(Xt+n = j|Xt = i) = P(Xn = j|X0 = i)

On dit que l’́etatj estaccessiblèa partir de l’́etati si la probabilit́e de passer dei à j est
non nulle :

i → j ⇐⇒ ∃n ≥ 0 : πn(i, j) > 0

En th́eorie des graphes ceci signifie qu’il existe un chemin entrei et j.
On dit que lesétatsi et j communiquent si chacun d’eux est accessibleà partir de
l’autre :

i ↔ j ⇐⇒
{

i → j
j → i

bar-hen.net



10 Châınes de Markov homog̀enes

Pour que deux́etats ne communiquent pas il faut que l’un des deux ne soit pas accessible
à partir de l’autre, c’est-à-dire :

∀n ≥ 0 πn(i, j) = 0 ou ∀n ≥ 0πn(j, i) = 0

La relation de communication entre deuxétats est ŕeflexive (par convention∀i π0(i, i) = 1),
symétrique (par d́efinition) et transitive, c’est donc unerelation d’ équivalence.
Il est donc possible de construire une partition desétats d’une châıne de Markov en
classes d’́equivalence telle que tous lesétats d’une classe communiquent entre eux et que
deuxétats appartenantà deux classes différentes ne communiquent pas. Par construction,
ces classes sont deuxà deux disjointes et leur réunion est l’ensemble desétats.
En th́eorie des graphes, une classe d’équivalence correspond̀a unecomposante forte-
ment connexe, c’est-̀a-dire dont tous leśeléments sont communiquants. On peut donc
construire legraphe réduit (par exemple la figure2). Dans ce graphe, les sommets
repŕesentent les classes et les arcs représentent les transitions possibles entre classes.
Ce graphe possède la propríet́e d’être sanscircuit (on ne peut jamais revenir au point
d’origine), tous les circuits du graphe d’origine des transitions possibles ayant servià
construire les diff́erentes classes.
Il est alors possible de distinguer deux types de classe :
– une classe est ditetransitoire s’il est possible d’en sortir mais dans ce cas, le processus

ne pourra plus jamais y revenir (classe (0,1,2) et classe (3) dans la figure2) ;
– une classe est diter écurrentes’il est impossible de la quitter (classe (4,5) et classe (6)

dans la figure2).
Si une classe récurrente est composée d’un seuĺetat, cet́etat est dit absorbant (état 6 dans
la figure2). Un étati absorbant est donc tel qu’une fois dans cetétat on ne peut le quitter
(par exemple la ruine dans le cas du jeu de “Pile ou Face”). En terme de probabilités de
transition, ceci signifie que∀k 6= i , πik = 0 et doncπii = 1.
Les états absorbants sont très particuliers puisqu’ils constituent desétats terminaux du
syst̀eme. Il est notamment intéressant d’́etudier les probabilit́es d’absorption, c’est-à-dire
les probabilit́es que le système finisse par atteindre un telétat.
Les états d’une classe transitoire sont dits transitoires alors que lesétats d’une classe
récurrente sont dits récurrents. Uńetat absorbant est donc un type particulier d’état
récurrent.
Une châıne de Markov pour laquelle il n’existe qu’une seule classe récurrente (́egaleà
l’ensemble deśetats) est diteirr éductible. Ceci signifie que tous leśetats communiquent.
Pour unétati de la châıne, on appelletemps de retour le temps minimal pour revenir̀a
l’ étati ; c’est-̀a-dire le plus petitn tel queπn(i, i) > 0.
Soit i unétat d’une châıne de Markov. Lapériode de retourdei, not́eeTi est la quantit́e
définit par :

Si n = kTi, k ∈ N ⇒ πn(i, i) > 0

Si n 6= kTi, k ∈ N ⇒ πn(i, i) = 0

c’est-̀a-dire que les retours̀a l’étati ne sont possibles que pour des durées multiples̀a la
période.

bar-hen.net
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3 4,5

60,1,2
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-
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Figure 2 – exemple de graphe réduit

Une autre manière équivalente de dire les choses est de définir la ṕeriode comme le
pgcd{n ∈ T : πn(i, i) > 0}
L’ étati est ditpériodique si Ti > 1 etapériodique si Ti = 1.
Il est possible de montrer que deuxétats communiquants ont la même ṕeriode et donc
que la ṕeriode est constantèa l’intérieur des classes de communication.
La période commune deśeléments de la classe est appeléepériode de la classe.
Si la châıne est irŕeductible et qu’elle a une période, on parle d’unechâıne périodique ;
si elle n’a pas de ṕeriode on parle dechâıne aṕeriodique.
Une châıne irŕeductible et aṕeriodique est diteergodique.

Exemple 0.1 Soit la matrice de transition de la chaı̂ne :

Π =

(
0 1
1 0

)
la période de la châıne est 2, le système agit comme un ḿetronome.

3.2 Exemple : marche aléatoire

Un individu se d́eplace dans une direction fixe et peut,à chaquéetape, soit faire un pas
en avant (avec une probabilité pi), soit faire un pas en arrière (probabilit́e qi), soit rester
sur place (probabilit́e ri = 1− pi − qi).
On suppose que ce processus est homogène, ce qui signifie que les probabilités des trois
événements d́ependent de l’endroiti où l’individu se trouve mais pas de l’étapen. En
notant 0 le premieŕetat, on obtient donc la matrice de transition :

Π =



r0 p0 0 . . .
q1 r1 p1 0 . . .
0 q2 r2 p2 0 . . .
... 0 q3 r3

. .. ...
... 0

... . ..
...

...


bar-hen.net



12 Châınes de Markov homog̀enes
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Figure 3 – Exemple de marche aléatoire
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Figure 4 – Graphe d’une marche aléatoire

Cette matrice est de dimension finie ou infinie.
On peut repŕesenter cette matrice sous forme d’un automate (voir figure4)
De nombreux cas de marche aléatoire sont utiliśes : fortune du joueur au jeu de “Pile ou
Face”, etc.

3.3 Comportement asymptotique

Dans la suite, on noteraµn(i) la probabilit́e que le syst̀eme soit dans l’́etat i à la nème

étape :
µn(i) = P(Xn = i)

On noteµn = (µn(1), . . . , µn(i), . . .) avec
∑

i∈T = µn(i) = 1.
La définition des probabilit́es de transition implique :

µn(i) = P(Xn = i)

=
∑
j∈T

P(Xn = i|Xn−1 = j)P(Xn−1 = j)

bar-hen.net
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=
∑
j∈T

π(i, j)µn−1(j)

Ce qui peut s’́ecrire matriciellement :

µn = µn−1Π

et donc de façon ǵeńerale :

µn = µ0Π
n

Cetteéquation correspond̀a l’écriture matricielle de l’́equation1.
Il est int́eŕessant de se demander si un processus donné finit par adopter un comportement
stable ou pas, s’il converge vers une limite ou non. Pour cela onétudie le comportement
asymptotique du vecteurµn.
Il est facile de montrer que la plus grande valeur propre deΠ vaut 1.
On appelledistribution stationnaire la distribution de probabilit́e correspondant̀a tout
vecteur propre deΠ assocíe à la valeur propre 1 :

µ = µΠ

Le vecteurµn rend compte de la loi deXn. Cette distribution est dite stationnaire si elle
ne change pas lors d’une transition. Un tel vecteurµ rend compte d’un comportement
stochastique stable du système.
Il est important de noter queµ n’est pas ńecessairement unique.
On appelledistribution limite µ∗ l’ éventuelle limite de la suiteµn.
Il est possible de montrer que si le vecteurµn admet une limiteµ∗, alorsµ∗ correspond̀a
une distribution stationnaire. Ceci implique que la limiteµ∗ ne d́epend pas de l’état initial
µ0 du syst̀eme.
Une condition ńecessaire et suffisante pour l’existence d’une distribution limite indépendante
deµ0 est que 1 soit une valeur propre simple deΠ (c’est-̀a-dire de multiplicit́e égaleà
1) et que le module des autres valeurs propres soit strictement inférieurà 1. Ceci signifie
qu’il n’existe qu’une seule classe récurrente. Une fois qu’on y rentre on ne peut plus en
sortir.

3.4 Conclusion

Les sections pŕećedentes n’ont permis que de soulever le coin du voile recouvrant la
théorie des processus markoviens et il n’est pas dans notre but d’aller plus en avant sur
le sujet. Les problèmes classiques de comptage consistentà estimer la loi du nombre
d’occurrence d’un ou plusieurśetats dans un temps donné. Nous renvoyons le lecteur
intéresśe à la bibliographie.

bar-hen.net



14 Châınes de Markov homog̀enes

3.5 Exemples d’application

“T éléphone arabe”

Une histoire se transmet entre des individus par le phénom̀ene du bouchèa oreille. Il
existe trois versions de cette histoire et chaque individuà qui est raconté une version a
une probabilit́ep de la restituer telle quelle et une probabilitéq = 1− p de la modifier en
une des deux autres versions. La matriceΠ s’écrit donc

Π =

 p q
2

q
2

q
2

p q
2

q
2

q
2

p


et son polyn̂ome caract́eristique est∣∣∣∣∣∣

p− λ q
2

q
2

q
2

p− λ q
2

q
2

q
2

p− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (1− λ)(p− q

2
− λ)2 = 0 ⇒

{
λ1 = 1
λ2 = λ3 = p− q

2

On distingue deux cas :

1. p− q
2

= 1 ⇒ p = 1, q
2

= 0 : la matriceΠ est l’identit́e et le probl̀eme est trivial ;

2. p− q
2

< 1 : la seule valeur propre de module 1 est 1 et elle est simple. On se limite
à ce cas.

La suite converge quel que soitµ0 vers l’unique distribution stationnaireµ∗ = (µ∗1, µ
∗
2, µ

∗
3)

qui vérifie :

µ = Πµ =⇒


µ∗1=pµ∗1 + q

2
µ∗2 + q

2
µ∗3

µ∗2=
q
2
µ∗1 + pµ∗2 + q

2
µ∗3

µ∗3=
q
2
µ∗1 + q

2
µ∗2 + pµ∗3

=⇒ µ∗ = (
1

3
,
1

3
,
1

3
)

car1− p = q
Ceci signifie qu’asymptotiquement il n’est pas possible de connaı̂tre la version originale.
Pour bien comprendre la convergence du processus, il est intéressant de diagonaliser la
matriceΠ. Les vecteurs associésà (p− q

2
) vérifient :

(
p− q

2

)
µ = Πµ =⇒


(p− q

2
)µ∗1=pµ∗1 + q

2
µ∗2 + q

2
µ∗3

(p− q
2
)µ∗2=

q
2
µ∗1 + pµ∗2 + q

2
µ∗3

(p− q
2
)µ∗3=

q
2
µ∗1 + q

2
µ∗2 + pµ∗3

=⇒
{

µ∗ = (1,−1, 0)
µ∗ = (0,−1, 1)

La diagonalisation de la matrice consisteà écrireΠ sous la forme :

Π = PΛP−1 =

 1 1 0
1 −1 1
1 0 −1

 1 0 0
0 p− q

2
0

0 0 p− q
2

 1

3

 1 1 1
2 −1 −1
−1 −1 2


et on a

Πn = (PΛP−1)n = PΛnP−1
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or

Λn =

 1 0 0
0
(
p− q

2

)n
0

0 0
(
p− q

2

)n
 n→+∞−→

 1 0 0
0 0 0
0 0 0


puisquep− q

2
< 1. Et donc

lim
n→+∞

Πn = P

(
lim

n→+∞
Λn

)
P−1 =

1

3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1


Ce qui signifie que chaque personneà qui est racontée une version de l’histoire en restitue
une autre tiŕeeéquiprobablement parmi les 3 versions.
Ce ŕesultat est assez logique si l’on note que lesétats de la matriceΠ sont non-identifiables,
c’est-̀a-dire qu’on peut les intervertir.

Application à la génétique

La géńetique est un des champs d’application privilégíes des châınes de Markov car cela
revientà supposer que l’information apportée par le passé du patrimoine ǵeńetique d’un
individu est entìerement contenue dans le patrimoine géńetique de ses parents. Cette
hypoth̀ese est en ǵeńeral raisonnable.
S.Wright aétudíe la fluctation de la fŕequence des gènes. Consid́erons une population de
taille N d’individus haplöıdes. On suppose la taille constante au cours des géńerations.
Le nombre total de g̀enes est de2N : j gènes seront de typea et2N − j gènes seront de
typeA.
Soit {Xn : n ≥ 0} le nombre de g̀enesa à la nème géńeration.{Xn : n ≥ 0} est une
châıne de Markov. L’espace desétats contient2N + 1 valeurs{0, 1, 2, 3, . . . , 2N}.
Si on ńeglige la mutation et la sélection, un mod̀ele simple pour calculer les probabilités
de transition d’une ǵeńerationà l’autre consistèa supposer que, si l’on aj gènes de type
a à une ǵeńeration donńee, chaque g̀ene de la ǵeńeration suivante est le résultat d’une
exṕerience de Bernouilli de paramètrepj = j

2N
et la probabilit́e d’obtenirk gènes de

typea est donńee par :

πjk = P(Xn+1 = k|Xn = j) = Ck
2Npk

j (1− pj)
2N−k (2)

Dans ce mod̀ele simple, il est important de remarquer que :

πj,j = 1 pourj = 0 et j = 2N

Il ne peut y avoir de distribution limite car il existe deuxétats absorbants.
D’un point de vue ǵeńetique, ceci signifie que l’endogamie produit une sélection en fa-
veur des homozygotes.
Il serait pertinent de connaı̂tre la vitesse de convergence vers lesétats absorbants.
Introduction de la mutation Pour aḿeliorer le mod̀ele on peut introduire la mutation
sous forme de deux termes :α le taux de mutation dea enA etβ le taux de mutation de
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16 Processus de Poisson

A ena. La probabilit́e de transitionπjk garde la m̂eme forme mais lepj de l’équation2
devient :

pj =
j

2N
α +

(
1− j

2N

)
β

Si α etβ sont strictement positifs alors0 et2N ne sont plus absorbants. Il est possible de
montrer que l’on a alors une distribution limite.
Introduction de la sélectionOn peutégalement introduire la sélection dans le mod̀ele
de base en supposant que le gènea a un avantage sélectif sur le g̀eneA repŕesent́e par un
terme(1 + s). Dans ce cas, la probabilité de transitionπjk garde la m̂eme forme mais le
pj de l’équation2 devient :

pj =
(1 + s)j

2N + js

Si il y a j gènes de typea à lanème géńeration, l’esṕerance du nombre de gènesa à la
géńeration(n + 1) vaut :

E(Xn+1|Xn = j) = 2Npj = 2N
(1 + s)j

2N + js

et l’esṕerance du nombre de gèneA à la ǵeńeration(n + 1) vaut :

E(Xn+1|Xn = j) = 2N(1− pj) = 2N
2N − j

2N + js

Le rapport des deux espérances vaut :

(1 + s)j

2N − j
= (1 + s)

nombre de g̀enesa à la ǵeńerationn

nombre de g̀enesA à la ǵeńerationn

ce qui rend compte de la pression de sélection en faveur du g̀enea.

4 Processus de Poisson

Dans la section2, nous nous sommes intéresśes aux concepts de base des chaı̂nes de
Markov et donc d’un processusà temps discret. Le but de cette section est de présenter
(de manìere rapide) un exemple important de processusà temps continu.
Un probl̀eme classique est de compter le nombre d’occurrence d’unévénement donńe
dans un intervalle de temps. A titre d’exemple on peut citer les appels téléphoniques̀a un
standard, l’occurrence d’accidentà un carrefour ou l’apparition des bourgeons sur une
plante.
La justification intuitive pour voir ces exemples comme des processus de Poisson pro-
vient de la loi deśevénements rares. Pour chaque petit intervalle de temps nous avons une
exṕerience de Bernouilli dont la probabilité de succ̀es est faible. Un ŕesultat classique des
statistiques permet de modéliser le nombre d’́evénements par une loi de Poisson. Nous
reviendrons plus loin sur une justification plus formelle (mais que nous espérons tout
aussi intuitive).
On noteXt le nombre d’́evénements survenus dans l’intervalle]0, t].
La fonction de ŕepartition est une fonction non-décroissante en escalier (voir figure5).
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-

6

.

0 t1 t2 t3t4 t5 t6
t

Xt

X(0) = 0 Xt= nombre d’́evénements survenus avantt

Figure 5 – Trajectoire d’un processus de comptage

Définition 0.4 Xt est est unprocessus poissonniens’il vérifie les conditions suivantes :

H1 le processus est sans mémoire : les occurrences desév́enements sont indépendantes
les unes des autres. Une autre manièreéquivalente de dire les choses est de postuler que
l’occurrence d’́ev́enements avant la datet n’influe en rien sur l’occurrence d’év́enements
aprèst ;

H2 le processus est homogène dans le temps : la loi de l’accroissement(Xt+h −Xt) du
processus ne d́epend que deh et non pas det (et est donc la m̂eme que celle deXh).

L’hypothèse (H1) induit que le processus de comptage desévénements est un processus
markovien : connaissant le présent, le futur est ind́ependant du passé.
Pour l’hypoth̀ese (H2) on parle destationnarit éou parfois d’homoǵeńeité temporelle.
Par analogie avec la loi desévénements rares, la probabilité d’observer plus d’uńevénement
dans un intervalle de temps∆t tend vers 0 quand∆t tend vers 0. Cette propriét́e peut
s’écrire :

lim
∆t−→0

P(Xt+∆t −Xt > 1)

∆t
= 0 (3)

De manìereéquivalente, ceci peut s’écrire :

P(Xt+∆t −Xt > 1) = o(∆t)

Divisons un intervalle de temps]0, t] en N sous-intervalles de longueur∆t = 1
N

. La
probabilit́e qu’unévénement survienne dans un sous-intervalle vaut1 − P (X∆t = 0) −
o(∆t) et donc l’esṕerance du nombre d’occurrence dans l’intervalle de temps vaut :

N(1− P (X∆t = 0)− o(∆t)) = ∆t−1(1− P (X∆t = 0)− o(∆t)) (4)

Si∆t tend vers 0, et sous réserve de quelques conditions, l’équation4 tend vers une limite
correspondant au nombre d’occurrence de l’événements considéŕe dans un intervalle de
temps de longueurt. Cette limite est appeléel’intensit éet est not́eeλ :

bar-hen.net



18 Processus de Poisson

lim
∆t−→0

∆t−1(1− P (X∆t = 0)) = λ (5)

Ce qui peut s’́ecrire :

P (X∆t = 0) = 1− λ∆t + o(∆t)

De même l’́equation3 peut s’́ecrire :

lim
∆t−→0

∆t−1(1− P (X∆t = 0)− P (X∆t = 1)) = 0

C’est-̀a-dire :

P (X∆t = 1) = λ∆t + o(∆t)

4.1 Syst̀eme diff́erentiel

L’utilisation de syst̀eme diff́erentiel en processus est classique mais il est néanmoins
possible de passer ce paragraphe lors d’une première lecture.
Pour∆t suffisamment petit, nous venons d’obtenir le système d’́equations :

P(Xt+∆t −Xt > 1) = o(∆t)
P(Xt+∆t −Xt = 1) = λ∆t + o(∆t)
P(Xt+∆t −Xt = 0) = 1− λ∆t + o(∆t)

Notons
pn(t) = P(Xt = n)

Pourn > 0, on a

pn(t + ∆t) = P(Xt = n)P(Xt+∆t −Xt = 0)

+P(Xt = n− 1)P(Xt+∆t −Xt = 1) + o(∆t)

= pn(t)(1− λ∆t) + pn−1(t)λ∆t + o(∆t)

= pn(t) + λ∆t(pn−1(t)− pn(t)) + o(∆t)

D’où :
pn(t + ∆t)− pn(t)

∆t
= λ(pn−1(t)− pn(t)) +

o(∆t)

∆t
et en passant̀a la limite, on obtient :

lim
∆t−→0

pn(t + ∆t)− pn(t)

∆t
= λ(pn−1(t)− pn(t))

p′n(t) = λ(pn−1(t)− pn(t))

Pourn = 0 on a :

p0(t + ∆t) = P(Xt = 0)P(Xt+∆t −Xt = 0)

= p0(t)(1− λ∆t + o(∆t))
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D’où :
p′0(t) = −λp0(t)

Les fonctionspn(t) vérifient donc lesyst̀eme différentiel :{
p′0(t) = −λp0(t)
p′n(t) = λ(pn−1(t)− pn(t))

Il est possible de montrer que la solution de ce système est :

p0(t) = e−λt

p1(t) = λte−λt

et par ŕecurrence :

∀n ≥ 0 pn(t) = e−λt (λt)n

n!

4.2 Interpŕetation des ŕesultats

La solution du syst̀eme diff́erentiel

P(Xt = n) = pn(t) = e−λt (λt)n

n!

signifie que,̀a tout instantt, la variableXt suit uneloi de Poissonde param̀etreλt. On
retrouve l̀a une interpŕetation naturelle de l’intensitéλ :

Xt ∼ P(λt)

On en d́eduit imḿediatement l’esṕerance et la variance deXt :

E(Xt) = V(Xt) = λt

Ce ŕesultat peut aussi se retrouver en considérantl’approche binomiale déjà évoqúee ;
on d́ecoupe l’intervalle]0, t] enN intervalles de taille1

N
suffisamment petit pour ne pou-

voir contenir qu’au plus un seulévénement et ce, avec une probabilité λt
N

. Dans chaque
sous-intervalle la probabilité d’apparition d’unévénement suit une loi de Bernouilli de
param̀etre λt

N
. Les intervalleśetant ind́ependants,Xt correspond̀a la somme desN lois

de Bernouilli et donc :

Xt ∼ B
(

N,
λt

N

)
quandN tend vers l’infini, λt

N
tend vers 0 et la loi binomiale tend vers la loi de Poisson

et :
Xt ∼ P(λt)
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20 Processus de Poisson

4.3 Comparaison avec un modèle d́eterministe

Si on voulait construire un modèle d́eterministe, on aurait la fonction :

x(t) = nombre d’́evénements observés dans l’intervalle]0, t]

l’ équation diff́erentielle correspondant aux hypothèses d’absence de mémoire et de sta-
tionnarit́e serait :

dx

dt
= λ

avec la condition initialex(0) = 0. On obtient donc l’́equation :

x(t) = λt

qui correspond au comportement “moyen” (c’est-à-dire en esṕerance) du processus de
Poisson.

4.4 Temps d’attente

Loi de la dur ée entre deux́evénements

On s’int́eresse maintenantà la duŕee (aĺeatoire) śeparant deux occurrences de l’événement.
On se placèa une datet0 et on vaétudier la variableT :

T = temps d’attente jusqu’à la prochaine occurrence

On a :

P(T > t) = P(Xt0+t −Xt0 = 0)

= P(Xt = 0) hypoth̀ese d’ind́ependance temporelle

= p0(t) = e−λt

La loi deT est donc ind́ependante det0 et on a

P(T > t) = e−λt ⇐⇒ P(T ≤ t) = 1− e−λt

c’est-̀a-direT suit une loi exponentielle de paramètreλ :

T ∼ E(λ)

Il est important de remarquer qu’on ne se préoccupe pas de savoir sit0 est une date d’oc-
currence. l’hypoth̀ese d’ind́epence temporelle implique que la loi deT reste inchanǵee.
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Interpr étation et propri étés

Xt suit une loi de Poisson de paramètreλt. On a donc E(X1) = λ. Ceci signifie que
λ repŕesente le nombre moyen d’événements survenant dans une unité de temps. Nous
retrouvons l̀a le sens de l’intensité du processus de Poisson.
De mêmeT suit une loi exponentielle de paramètreλ, on a donc E(T ) = 1

λ
. La duŕee

moyenne śeparant deux́evénements est donćegaleà 1
λ
.

Il est possible de d́emontrer que la loi de Poisson est la loi du nombre d’événements
survenant dans une unité de temps quand cesévénements sont sépaŕes par des durées
exponentielles ind́ependantes.
On peut aussi s’intéresser̀a la loi conditionnelle :

P(T > s + t|T > s) =
P(T > s + t, T > s)

P(T > s)

=
P(T > s + t)

P(T > s)

=
e−λ(t+s)

e−λs

= e−λt

= P(T > t)

Ceci signifie que la loi exponentielle est “sans mémoire”. On peut montrer que cette
propríet́e est caractéristique de la loi exponentielle.
Cette propríet́e està l’origine duparadoxe de l’autobus(poissonnien) :
Si un usager attend un bus d’une ligne sur laquelle les passages suivent une loi de Poisson,
la loi (et donc l’esṕerance) reste constante au cours du temps. Concrètement ceci signifie
que si les bus passent en moyenne toutes les 30 minutes et que l’usager a déjà attendu 15
minutes, l’esṕerance du temps̀a attendre reste inchangée et est de 30 minutes.

E(T ) = E(T − t > T > t) =
1

λ

Date du nème événement

SoitTn la date (aĺeatoire)à laquelle survient le nème événement :

T1 ∼ E(λ)

et de façon ǵeńerale :
Tn − Tn−1 ∼ E(λ)

pourn > 0 (T0 = 0).
DoncTn est la somme den variables exponentielles de paramètreλ. Il est possible de
montrer que la densitéfn(t) de la variable aĺeatoireTn s’écrit :

fn(t) =
λn

(n− 1)!
e−λttn−1
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22 Tour d’horizon de quelques processus

C’est-̀a-dire une loi gamma dont le paramètren est entier. On parle aussi deloi d’Erlang
et donc :

E(Tn) =
n

λ

V(Tn) =
n

λ2

5 Tour d’horizon de quelques processus

Nous venons de donner les bases de deux processus fondamentaux : les chaı̂nes de Mar-
kov et les processus de Poisson. Il est important de noter que le mécanisme de construc-
tion est sensiblement différent entre les deux processus. Dans le cas des chaı̂nes de Mar-
kov, on sṕecifie la d́ependance entre les variables aléatoires alors que dans le cas des
processus de Poisson, on travailleà partir de la loi inter-́evénement, c’est-à-dire l’inter-
valle de temps entre l’occurrence de deuxévénements, on parlera dans ce cas de pro-
cessus de typeintervalle. Une autre manière classique de construire un processus est le
point de vuecomptage, c’est-̀a-dire, en ǵeńeral, le nombre d’occurrence d’unétat dans
une śequence. Dans tout cette section il est important de garder en tête ces deux notions
d’intervalle et de comptage.
Il n’est évidemment pas possible de donner une liste exhaustive de tous les processus
mais il nous a semblé important de faire un tour d’horizon des principales approches.
Nous commençons par quelques géńeralisations du processus de Poisson (processus de
naissance, naissance et mort, branchement et file d’attente) pour arriverà la ǵeńeralisation
la plus globale (renouvellement) puis nous nous intéressons̀a des ǵeńeralisations des
châınes de Markov (chaı̂nes d’ordrer, semi-châınes de Markov et chaı̂nes de Markov
cach́ees).
Le but est plus de présenter des problèmes que de les résoudre. Ceci peut paraı̂tre un
peu frustrant mais connaı̂tre l’existence d’un outil est souvent aussi important que d’en
mâıtriser le mode d’emploi. Le lecteur intéresśe peut se reporter̀a la bibliographie pour
un traitement rigoureux et approfondi des processus présent́es.

5.1 Processus de naissance

Dans un processus de Poisson, la probabilité d’unévénement est ind́ependante du nombre
d’événements qui se sont déjà produits. Cette hypothèse peut̂etre irŕealiste. Un exemple
de ce ph́enom̀ene est la reproduction des organismes vivants (d’où le nom du proces-
sus) òu sous certaines conditions la probabilité d’une naissance est directement propor-
tionnelleà la taille de la populatioǹa l’instant consid́eŕe. Un tel processus (qui est une
géńeralisation des processus poissonnien) est aussi parfois appeléprocessus de Yule.
Prenons l’exemple de la division cellulaire.
Soit N(t) le nombre de cellules dans une cultureà la datet. On suppose que chaque
cellule se divise en deux au bout d’une durée aĺeatoire distribúee exponentiellement. On
suppose que les cellules ont toutes la même probabilit́e λ∆t de se diviser durant un
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intervalle de duŕee∆t. On reconnâıt les hypoth̀eses initiales du processus de Poisson.
Une fois qu’une cellule est divisée, on consid̀ere qu’on a affairèa deux cellules nouvelles
suceptibles de se diviserà leur tour.
On s’int́eresse icìa la naissance de nouveaux individus et nonà leur mort et l’on obtient
donc une mod́elisation croissante de la taille de la population.
En suivant un raisonnement analogueà celui suivi pour le processus de Poisson on obtient
leséquations de ŕecurrence:

P(N(t + ∆t) = N(t)) = 1− λN(t)∆t + o(∆t)

P(N(t + ∆t) = N(t) + 1) = λN(t)∆t + o(∆t)

P(N(t + ∆t) = N(t) + k, k > 1) = o(∆t)

On retrouve deśequations semblables̀a celles obtenues pour un processus poissonnien
mais elles ne sont plus homogènes dans le temps puisque ceséquations d́ependent de
l’effectif N(t).
En notant

pn(t) = P(N(t) = n)

on peut obtenir unéequation diff́erentielle dont la solution s’écrit :

pn(t) =

(
n− 1

n−N0

)
e−λtN0(1− e−λt)n−N0

on reconnait la loi binomiale ńegative de param̀etreN0 et e−λt :

N(t)−N0 ∼ NB(N0, e
−λt)

On en d́eduit :
E(N(t)) = N0e

λt

c’est-̀a-dire qu’avec ce mod̀ele la croissance de la population est exponentielle en espérance.
De plus :

V(N(t)) = N0e
λt(eλt − 1)

d’où le coefficient de variation :

CV(N(t))−1 =
E(N(t))√
V(N(t))

=
N0e

λt√
N0eλt(eλt − 1)

t→∞−→ 1√
N0

ce qui signifie que la variabilité relative autour de l’espérance est faible sauf si la popula-
tion initiale est particulìerement petite.
La croissance exponentielle de la population n’estévidemment pas toujours réaliste. Pour
contr̂oler l’expansion on utilise souvent des modèles h́et́erog̀enes avec une intensité λ
dépendant de l’effectif :

λ = λ(N)
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On peut aussi introduire une limite supérieureM avec desfonctions de freinagede la
forme :

λ(N) = λ

(
1− N

M

)
De manìere analogue on peut construire unprocessus de mort. Et en suivant le m̂eme
raisonnement on obtient :

N(t)−N0 ∼ NB(N0, e
µt)

On peut remarquer que dans ces deux modèles, l’esṕerance est une fonction exponentielle
du temps et donc qu’une transformation logarithmique la ramèneà une fonction lińeaire :

processus de naissance : log(E(N(t)) = log(N0) + λt

processus de mort : log(E(N(t)) = log(N0)− µt

On peut donc facilement estimer les paramètresN0, λ, µ par une ŕegression lińeaire du
logarithme de l’effectif sur le temps.
On note que le point de vue adopté est de type comptage. Il est cependant possible
d’étudier des param̀etres de type intervalle : temps avant lanème naissance, temps entre
deux naissance, etc.

5.2 Processus de naissance et mort

Une description ŕealiste du d́eveloppement d’une population doitévidemment tenir compte
à la fois des naissances et des morts des individus qui la composent. (Nous sommes en-
core dans une logique de type comptage).
Un mod̀ele naturel consistèa combiner les deux modèles de la section5.1.
En utilisant le m̂eme raisonnement et les mêmes notations, on obtient :

pn(t + ∆t) = pn(t)× P(aucune naissance ni mort durant[t; t + ∆t])

+pn−1(t)× P(une naissance durant[t; t + ∆t])

+pn+1(t)× P(une mort durant[t; t + ∆t])

+o(∆t)

C’est-̀a-dire :

pn(t + ∆t) = pn(t)× (1− n(λ + µ)∆t)

+pn−1(t)× (n− 1)λ∆t

+pn+1(t)× (n + 1)µ∆t

+o(∆t)

On en d́eduit l’équation diff́erentielle :

p′n(t) = −n(λ + µ)pn(t) + (n− 1)λpn−1(t) + (n + 1)µpn+1(t) (6)

bar-hen.net



TABLE DES MATIÈRES 25

mais sa ŕesolution est particulièrement complexe dans le cas géńeral, c’est-̀a-dire pour
une taille initialeN0 quelconque.
PourN0 = 1 (c’est-̀a-dire une population initiale de taille 1), la solution de l’équation
diff érentielle6 est :

p0(t) = µB(t)

pn(t) = (1− µB(t))(1− λB(t))(λB(t))n−1

avec

B(t) =
1− e(λ−µ)t

µ− λe(λ−µ)t

Conditionnellement au fait que la population n’est paséteinteà la datet (probabilit́e
(1− µB(t)), N(t) suit donc une distribution ǵeoḿetrique :

(N(t)|N(t) > 0) ∼ G(1− λB(t))

On utilise le ŕesultat particulier pourN0 = 1 pourétudier le comportement d’une popu-
lation d’effectif initial N0 quelconque en supposant que l’évolution de la population est
équivalentèa l’évolution deN0 populations d’effectif initial 1.

5.3 Processus de branchement

Ces processus sont utilisés pour d́ecrire l’évolution des populations, la croissance (ou la
décroissance) de leur effectifs, les probabilités d’extinction, etc.
On consid̀ere qu’̀a la ǵeńeration 0 on a 1 individu. Cet individu peut avoir des descen-
dants qui constituent la géńeration 1. Chaque individu peut avoir des descendants qui
constituent la ǵeńeration 2.
On notera les liens entre les processus de branchement et les processus de naissance et
mort.
Les exemples d’application de ces processus sont nombreux en physique, enépid́emiologie,
en ǵeńealogie ou encore en géńetique.
La survivance des noms de famille est un des premiers exemples de ce processus. Sir
Galton (fondateur de l’euǵenisme et cousin de Darwin) posa le problème de l’extinction
des noms de famille au cours des géńerations. Watson fut le premierà proposer une so-
lution math́ematiquèa ce probl̀eme. Dans ces modèles, les seuls descendants considéŕes
sont les enfants m̂ales.
On noteYn l’effectif à la ǹemegéńeration etXj,n le nombre de descendants du jèmeindividu
à la ǹemegéńeration (j = 1, . . . , Yn).
Par d́efinition, une ǵeńeration est́egaleà la ŕeunion des descendants de tous les individus
de la ǵeńeration pŕećedente :

Yn = X1,n−1 + · · ·+ XYn−1,n−1 =

Yn−1∑
j=1

Xj,n−1

Il est donc possible de voir un processus de branchement comme la combinaison d’un
processus markovien et d’un processus cumulant.
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On suppose que les individus se reproduisent indépendamment les uns des autres et que
le nombre de descendants suit une loi qui ne dépend ni de l’individu parent ni de la
géńeration.

{Xn,j : n ≥ 0 et1 ≤ j ≤ Yn−1} i.i.d.

Le ph́enom̀ene suit une loi stable au cours du temps et indépendante des individus. On
note

pk = P(Xn,j = k) = P(X = k)

La loi deX est entìerement d́etermińee par lespk (qui ne d́ependent ni den ni dej).
En ǵeńeral on peut supposer que le nombre de descendants suit une loi classique :

X ∼ B(m, p) =⇒ pk = Ck
mpk(1− p)m−k0 ≤ k ≤ m

X ∼ P(λ) =⇒ pk = e−λ λk

k!
k ≥ 0

Le choix de la loi ŕesulte d’hypoth̀eses sous-jacentes faites sur le mode de reproduction.
Classiquement on recherche la loi deYn, les probabilit́es d’extinction, le comportement
asymptotique, etc. On peut aussi compliquer un peu le problème en supposant que les
individus parents peuvent avoir des descendants de plusieurs types.

5.4 Renouvellement

La théorie du renouvellement a commencé avec l’́etude des pannes et des remplacements
de composants tels les ampoulesélectriques. Ensuite, il est apparu clairement qu’un
nombre important de problèmes pouvait se ramenerà ce formalisme.
Supposons que la durée de vie des ampoules soit une variable aléatoire. Une ampoule
neuve est installée au temps initial. SoitX1 la date d’occurrence de la première panne.
On remplace imḿediatement l’ampoule. La deuxième panne se produit enX1 + X2. De
manìere ǵeńerale, la ǹemeampoule br̂ule au temps

Sn =
n∑

i=1

Xi

Si les variables aléatoiresXn sont ind́ependantes et identiquement distribuées, on parle
de processus de renouvellement.
Deux points de vue analogues caractérisent le processus de renouvellement. On s’intéresse
soit au processusSn : temps avant lanème panne, soit̀a N(t) : nombre de pannes dans
l’intervalle de temps]0, t].
Connaissant la loi deT , temps entre deux́evénements successifs, on cherche les pro-
priét́es deN(t) etSn.
On reconnait les liens entre le processus de renouvellement et le processus cumulant
abord́e à la section1.3.
On peut par exemple s’intéresser̀a l’esṕerance deN(t), c’est-̀a-dire le nombre attendu
de renouvellements dans l’intervalle de temps]0, t] :
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E(N(t)) = M(t)

Cetteéquation est appelée lafonction de renouvellement.

Soit Ti la duŕee (aĺeatoire) entre l’́evénementi − 1 et l’événementi. Par exempleT1

repŕesente l’intervalle de temps entre l’instant 0 et le premierévénement.
La loi du nombre d’́evénements se produisant dans l’intervalle]0, t] se d́eduit des fonc-
tions de ŕepartition des lois des intervalles de temps entre l’instant 0 et lenèmeévénement
par la relation suivante :

P(N(t) = n) = P(N(t) ≥ n)− P(N(t) ≥ n + 1)

= P(T1 + · · ·Tn ≤ t)− P(T1 + · · ·Tn + Tn+1 ≤ t)

avecn = t
sup(T )

, . . . , t
inf(T )

où inf(T ) repŕesente l’intervalle minimum entre deux intervalles de temps etsup(T )
l’intervalle maximum entre deux́evénements.
L’ équation pŕećedente signifie que si l’on a au moinsn événements jusqu’à l’instant t
alors l’instant òu se produit lenème événement est inférieur ouégalà t.
L’ étude des processus de renouvellement dépasse notre propos mais il est possible de
montrer qu’une majorit́e de processus correspondà des cas particuliers de processus de
renouvellement. Par exemple, un processus de Poisson de paramètreλ est un processus de
renouvellement dont la loi inter-événement suit une distribution exponentielle (loi gamma
ou loi d’Erlang, voir page20). Dans ce cas la loi de comptage suit une loi de Poisson. Un
autre processus classique est le processus de Bernouilli (exemple3 de la page5). Il est
possible de montrer que la loi inter-événement suit une loi binomiale négative et que la
loi de comptage suit une loi binomiale.

5.5 Files d’attente

On s’int́eresse ici au ph́enom̀ene d’attente qui peut̂etre rameńe de façon ǵeńerale au
probl̀eme suivant : des clients se présentent dans un lieu donné pour obtenir un service.
Exemples :
– arrivée de clients̀a un distributeur automatique de billets (1 guichet, file d’attente infi-

nie) ;
– arrivée de voitures̀a une station service (s pompes, files d’attente potentiellement infi-

nie) ;
– appels t́eléphoniques̀a un standard (s lignes, pas de file d’attente) ;
– atterrissages d’avions sur un aéroport (s pistes, temps d’attente limité).
On peut voir un système de files d’attente comme la combinaison de deux processus de
renouvellement (arriv́ee et service) relié par un ḿecanisme de passage (les files).

Notations

Pour d́ecrire un tel syst̀eme on adopte en géńeral lesnotations de Kendall:
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F : la loi du processus des arrivées dans le système ;

G : la loi de la duŕee des services rendu au(x) guichet(s) ;

s : le nombre de guichets ;

N : la capacit́e du syst̀eme, c’est-̀a-dire le nombre de clients présents simultańement
dans le syst̀eme.

On obtient ainsi une notation géńerale permettant de classifier les différents ph́enom̀enes
d’attente : un système d’attente est désigńe par le quadruplet :

F/G/s/N

Si on suppose (et on le fait fréquemment) que les phénom̀enesétudíes v́erifient la pro-
priét́e de Markov (c’est-̀a-dire que l’information sur le futur est entièrement contenu dans
le pŕesent), les loisF etG sont not́eesM .

M/M/s/N

Quand la capacité du syst̀eme est infinie (N = ∞) on omet le dernier terme et la notation
de Kendall devient simplement :

F/G/s

la longueur maximale de la file estégaleà la capacit́e du syst̀eme moins le nombre de
guichets :

nmax = N − s

On utiliseégalement deux autres notations classiques :
– λ : le taux d’arriv́ee (par unit́e de temps).

1
λ

repŕesente donc l’intervalle de temps moyen entre deux arrivées dans le système ;
– µ : le taux de service (par unité de temps).

1
µ

repŕesente donc la durée moyenne d’un service.

Problèmesà résoudre

L’objet math́ematique central dans l’étude d’un tel probl̀eme est le processus stochastique
{Xt : t ≥ 0} où Xt repŕesente le nombre d’individus présents dans le systèmeà l’instant
t.
On distingue deux régimes diff́erents du système : ler égime transitoire et le r égime
permanent. Dans de nombreux cas, après une phase initiale instable (ouverture des gui-
chets), le système atteint une phase stable (milieu de journée).
Dans la phase initiale, la loi du nombre d’individus dans le système d́epend du temps
(régime transitoire) et elle se stabilise dans la phase stationnaire.
Le régime stationnaire n’existe pas toujours. On ne discutera pas ici des conditions
d’existence de ce régime.
Dans le cas du régime transitoire, la loi du processus est caractériśe par les probabilit́es :

pn(t) = P(Xt = n)

En ŕegime transitoire, ces probabilités d́ependent́evidemment des conditions initiales.
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Les calculs en ŕegime transitoire sont souvent très lourds et on se limite souventà l’étude
en ŕegime stationnaire caractériśe par les probabilit́es limites

pn = lim
t→∞

(pn(t)) = pn(∞) = P(X∞ = n)

On ne s’arr̂etera pas ici aux conditions d’existence de ces limites.
L’ étude des processus de file d’attente permet de connaı̂tre des caractéristiques telles que :
– la duŕee moyenne d’attente ;
– la duŕee moyenne de séjour dans le système ;
– le nombre moyen d’individus présents dans le système ;
– le taux d’occupation des guichets ;
– le taux de clients non-servis.
On notera que les deux premières questions sont de type intervalle alors que les trois
dernìeres sont de type comptage
Le syst̀eme d’attente de base est le systèmeM/M/1 . On a vu que le processus stochastique
vérifiant la propríet́e de Markov est le processus de Poisson. Dans le système M/M/1, on
suppose donc que
– les arriv́ees se font selon un processus de PoissonP(λ) ;
– la duŕee de service suit une loi exponentielleE(µ)
Nous ne pousserons pas plus en avant l’étude des files d’attente.

5.6 Processus ponctuel

Ces processus sont particulièrement utiles pouŕetudier des problèmes de ŕepartition spa-
tiale. Ils seront trait́es dans le chapitre suivant.

5.7 Ǵeńeralisation d’une châıne de Markov

Châıne de Markov d’ordre r

On dit qu’une châıne de Markov est d’ordre r si l’ état du processus̀a l’instantn ne
dépend que desr états pŕećedents :

P(Xn = in|Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1) = P(Xn = in|Xn−r = in−r, . . . , Xn−1 = in−1)

Comme pour une chaı̂ne de Markov d’ordre 1 (c’est-à-dire du typéetudíe dans la sec-
tion 2), la châıne est caractériśee par les probabilités initiales et les probabilités de tran-
sition.
Cette ǵeńeralisation est plaisante mais il est important de noter que si la chaı̂ne de Mar-
kov a J états possibles, il existeJr+1 probabilit́es de transition et donc le nombre de
param̀etres crôıt exponentiellement avec la mémoire du processus.

Semi-châıne de Markov

Dans une semi-chaı̂ne de Markov, on considère que la transition entre desétats distincts
correspond̀a une châıne de Markov. Par contre la probabilité de rester dans uńetat n’est
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plus d́eduite du mod̀ele mais est explicitement spécifiée par une loi discrète d’occupation
desétats.
Pour une châıne de MarkovXn la loi d’occupation de l’́etatj est donńee par

dj(u) = P (Xn+u+1 6= j, Xn+u = j, . . . , Xn+2 = j|Xn+1 = j, Xn 6= j)

= π(j, j)u−1(1− π(j, j))

la loi de l’occupation de l’́etatj, c’est-̀a-dire le temps òu le syst̀eme restèa l’étatj, est
donc une loi ǵeoḿetrique.
Une semi-châıne de Markov̀aJ états est donc d́efinie par les param̀etres suivants :

1. probabilit́e initiales :π0(j)=P(X0 = j) ; j = 1, . . . , J avec
∑

j π0(j) = 1

2. probabilit́es de transition :π(i, j)=P(Xn = j|Xn−1 = i) avec
–
∑

j 6=i π(i, j) = 1 i, j = 1, . . . , J
– π(j, j) = 0 ∀j = 1, . . . , J

3. loi d’occupation deśetats :

dj(u) = P(Xn+u+1 6= j, Xn+u = j, . . . , Xn+2 = j|Xn+1 = j, Xn 6= j)∀j = 1, . . . , J

La dépendance n’est donc plus traduite explicitement dans la définition du mod̀ele mais
implicitement dans la d́efinition des lois d’occupation desétats. Les lois d’occupation des
états sont par exemple des lois discrètesélémentaires (loi binomiale, Poisson ou négative
binomiale).
On peut interpŕeter le ḿecanisme d’une semi-chaı̂ne de Markov comme suit :à un instant
n donńe, on passe de l’étati à l’étatj selon une loi de transition de l’étati puis on reste
dans l’́etatj un tempsu qui suit la loi d’occupation de l’́etatj. Enfin, on effectue une
nouvelle transition conforḿementà la loi de transition de l’́etatj.
Un probl̀eme sṕecifique se pose pour traduire la notion d’état absorbant. Uńetat absor-
bant est uńetat dans lequel, une fois rentré, on reste infiniment longtemps. Cette notion
ne peut donc pas se traduire dans une loi d’occupation d’unétat.
Il existe une relation forte entre les semi-chaı̂nes de Markov et la th́eorie du renouvel-
lement. Une semi-chaı̂ne de Markovà deuxétats peut s’interpréter comme la combi-
naison de deux processus de renouvellement. La loi d’occupation du premierétat est
une loi inter-́evénement traduisant un phénom̀ene donńe alors que la loi d’occupation du
deuxìemeétat est une loi inter-événement traduisant un autre phénom̀ene. Dans le cadre
de la th́eorie du renouvellement, ce type de processus est appelé processus de renouvel-
lement alterńe.

Processus de Markov cach́es

Une autre extension possible des chaı̂nes de Markov consistèa faire l’hypoth̀ese qu’une
séquence discrète n’est pas directement obtenue par une chaı̂ne de Markov mais indi-
rectement par des lois de probabilité attach́ees auxétats de la chaı̂ne de Markov. Si
{Xn : n > 0} est une châıne de Markov d’ordre 1,{Yn : n > 0} est une châıne de
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Markov cach́ee d’ordre 1 si la relation de dépendance suivante est vérifiée :

P(Xn = in, Yn = jn|X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1, Y1 = j1, . . . , Yn−1 = jn−1)

= P(Xn = in, Yn = jn|Xn−1 = in−1)

= P(Xn = in|Xn−1 = in−1)P(Yn = jn|Xn−1 = in−1)

Les variables aléatoiresYn ne d́ependent donc que de l’état correspondantXn. Les d́ependances
structurant le mod̀ele sont par conséquent uniquement représent́ees au niveau du proces-
sus sous-jacentXn.
Une châıne de Markov cach́ee à I états, homog̀ene dans le temps est définie par les
param̀etres initiaux :
– probabilit́es initiales

π0(i) = P(X0 = i) i = 1, . . . , I et
∑

j

π0(i) = 1

– probabilit́e de transition

πn(i, j) = P(Xn = j|Xn−1 = i)

aveci, j = 1, . . . , I et
∑

j π0(j) = 1
Ceci d́efinit une châıne de Markov d’ordre 1 homogène dans le temps. LesI états de cette
châıne de Markov sous-jacente sont observésà travers les lois de probabilité suivantes :
– probabilit́es d’observationνn(a, b) =P(Yn = b|Xn = a) aveca, b = 1, . . . , I et∑

b νn(b) = 1
Dans un processus markovien caché, on suppose que seules les variables aléatoiresYn

sont observables. C’est donc sur ces variables aléatoires qu’il faut raisonner pour com-
parer des caractéristiques th́eoriques̀a des caractéristiques observ́ees (m̂eme si il est tou-
jours possible de calculer les lois du modèle sous-jacent).
Ces techniques sont très utiliśees en reconnaissance de la parole.
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