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1.1

Processus stochastique

Deéfinition

Un processus stochastiqué X, : t € 7} est une suite de variablesaltoires indeges
par7 a valeurs dans un ensembiite

T estl’ensemble des indicesSouvent repiesente le temps maipeutétre de dimension
multiple (par exemple la longitude et la latitude). Biesta valeur disagte on parle
de processusa temps discret Si 'ensemble des valeurs @€ est continu, on parle de
processusa temps continu

X estl'ensemble desétats du processusL’ensemble de®tats peuetre continu ou
discret mais nous nous limiterons au cagesétats sont en nombre fini o@dombrable.
En réesung, on peut dire que la caré&eistique de base d’'un processus stochastique est le
fait que la loi de la variableéX; soit fonction det.

La notion de processudargit la notion de variable @htoire. Une &alisation d’un pro-
cessus est appdtrajectoire. C'est donc la suite degalisations des variablesaltoires
X;.

Les alisations d’une @me variable @atoire pouvanétre differentes, leséalisations
d’'un méme processus peuvent donner des trajectoirexreliffes.
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1.2 Exemples

1. Le cours d'une action cét en bourse au jour le jour :
— X; : valeurs (en francs) de I'acticanla datet
- X Rt
— T :{jour de cotatioh
2. Un exemple de processus stochastigeigederé est lechantillon i.i.d :
—{X; 1 t>1} X, ~N(0,1)
- X R
-7=1,...,n
Un processus plus iatessant est le processus cumulafi = Zle X;. Nous
reviendrons rapidement sur ce processus dans le prochain paragraphe.

3. Jeu de “Pile ou Face”. Aps chaque lancer, le joueur gagne 1F s'’il obtient “Pile” et
perd 1F s’il obtient “Face”. La variabl¥,, repiesentant sa fortune aggn tirages
est un processus appeharche aleatoire ou processus de Bernouilli(X = Z et
7T = N). On peut noter qu’en relation avec I'exemplece processus peatre vu
comme un processus cumulant.

4. La temgerature au sch un instant donadans une parcelle est un processus dou-
blement indié. La loi deX,,,, depend de la longitude et de la latitud&': = R et
7 =R2

5. Le nombre de cellules dans une cultara datet. On suppose que chaque cellule
se divise en deux au bout d’'une éeraéatoire de temps.

1.3 Processus cumulant

Le processus cumulant est ureoanisme essentiel dans beaucoup de processus et nous
allons donc en f@senter les bases.

Soit{ X, }nen = {Xo, X1, Xo, ...} une suite de variables&dtoires gaussiennes gpkendantes
centées eduites, c’est direX; ~ N (0,1). Soit :

Sn:éxi

S,, est distrib& selon une loi normale car c’est la somme de variablestaires gaus-
siennes inédpendantes.

bar-hen.net



6 Processus stochastique

De plus :

et donc
Sp ~N(0,n)
Il est important de noter que &, ne sont pas ingpendants. En effet :

Sn = Sn—l + Xn

CoV(Sy, Sp) = E(SpSm) — E(S,)E(Sm)

i=

0
= min(n+1,m+1)

On peutétendre cetteéfinition a un processua temps continu : onéfinit le processus
{X;:t >0} par
Xt ~ N(07 1)
Cov(S;, Ss) = min(s, t)
Le processus ainsidini est app& mouvement brownien

Historiqguement ce processus est @&nsndre compte de la trajectoire d’une particule
dans un espace contenant d’autres particules.

bar-hen.net
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Chaine de Markov

Processus de Markov

Définition 0.1 Un processus de Markov est un processus d@wolution future{ X :
s >t} ne cepend de son pa8gjua travers sorétata l'instantt :

Vs>t,  LX|X,:r <t)=L(X,]X,)

ou L(X,| X;) désigne la loi deX sachantX;.

Cette @finition signifie que, pour le futur, I'histoire du processus jusdiihstantt est
entierement @sunée par sorétata I'instants ; ou encore que le psentetant connu, le
futur est inéépendant du paés

Revenons sur les exemples de la secti@ugmtente :

— le cours d’'une action (exemplg n’est vraisemblablement pas un processus de Mar-
kov : la “mémoire” du processus est probablement plus longue (par exemple une ten-
dance saisonaie) ;

— un processuséatgrere (exemple2) est bienévidemment un processus de Markov, le
processus cumulant aussi : seule compte la deznialeur. On parle parfoisafdre
du processus ou encore de&moire, c’esta-dire de la “longueur” de lagpendance.

Le processus cumulant est d’ordre 1 alors que le procegspsaié est d’ordre 0.

— La fortune du joueur au jeu du “Pile ou Face” (exemplest un processus de Markov
si les tirages sont irgpendants ;

— dans le cas de la teramture dans un champ (exemg)ela question ne se pose pas
par rappor cette éfinition puisque l'indice est double.

Chane de Markov
Définition 0.2 Une chane de Markov est un processus de Markov pour ledueit 7
sont finis ou @nombrables.
Une chane de Markov est donc un processuemps discret.
En notanti, i, . . . lesétats contenus dais, nous avons :

P(Xn+1 - in+1’XQ - io, e 7Xn - Zn) — P(Xn+1 - in+1’Xn — Zn)
La loi d’une chéne de Markov est donc eetiement @termirée par les probabibfs ini-
tialesmy (i) =P(X, = ) et lesprobabilit &s de transition:

7Tn7n+l(i>j) = P(Xn+l = ]’Xn = Z)

Il est suffisant de donner les probaldbtde transition en uritape car les autres proba-
bilités s’en @duisent imradiatement :

Wn,n—&-Q(iaj) - Zﬂ-mn-&-l(ivk)ﬂ-n-i-l,n—&-?(k?j)

kex

7Tn,n+3<iaj) = Zﬂ'n,n+2<iak)7n+2,n+3<kvj>
keXx

etc.

bar-hen.net
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8 Chaines de Markov homognes

On reconnd |la la formule de multiplication matricielle. Césultat se gréeralise :

7Tn,m+p(i7 ]) = Z Tn,m (’i, k)ﬂm,erp(ka ]) (1)
keT

Cetteéquation est connue sous le norggliation de Chapman-Kolmogorov

Chaines de Markov homognes

Définition 0.3 On appelle chine de Markov homa@me une chime de Markov dont les
probabilitts ne épendent pas de l'instantconsidcere :

7Tn,n+1(7;7j> = ﬂ-(ia ])

Par exemple la fortune du joueur au jeu de “Pile ou Face” est urieeliz Markov
homogene car la probabiktde passer d’une somraeine autre nea@pend pas de I'instant
consiceré (sous I'hypotkse de tirages irggpendants...).

La loi d'une chane de Markov homagne est@sunge dans lanatrice de transition II
qui contient I'ensemble des probal#it de transition. Traditionnellement, I'indice de la
ligne donne letat au temps et I'indice de la colonne donnedtat au temps + 1 :

m(1,1) ... 7w(1,5)

= 7r(z'.,1) w(@",j)

Tous les termes de la matrice des probaislitle transitioril sont positifs ou nuls et
la somme des termes sur une ligne egalea 1.En effet, quand on est dans état
donrg, a I'étape suivante, on effectue une transition avec la probatilit_es termes
d’une ligne dongée constituent donc une loi de probakildppeteloi de transition de

I état correspondari I'indice de la ligne. Une matrice cé&e posedant ces propgies
est appétematrice stochastique

Nous verrons plus loin (pade?) que la matrice de transition entre le tempst le temps
n + k peut sécrirell”.

Un cas particulier est celui des dhas de Markov homames finies. La loi est donc

donrée par une matrice de dimension finie.

Classification destats

Dans la @finition que nous avons doee d’'une chime de Markov, levolution du pro-
cessus au cours du temagpartir d’'unétat doné est engérement écrite par la matrice

des probabiliés de transition. On peut aussi voir uneideade Markov comme un en-
semble détats entre lesquels s’effectuent des transitions. Certaines transitions sont pos-
sibles (probabili de transition strictement positive) alors que d’autres sont impossibles

bar-hen.net
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Figure 1 — graphe des transitions possibles d’'unéehde Markov

(probabilig de transition nulle). Ceci nous @mea vouloir visualiser une cfiiae de Mar-
kov en repesentant chaquetat par un sommet et chaque transition par un arc. Il faut
noter qu’un arc posxle une orientation. Ce point de vue structurel consiste ea fait
sualiser le graphe des transitions possibles d’'untnehde Markov (voir figuréel). Dans

la mesure @ les arcs sont orie@s, on parle dgraphe orienté. Si des poids sont assési
aux arcs, on parld’automate

Dans la tieorie des graphes, on appelleeminune succession d'arcs, telle que '@ttt
dun®M€arc soit I'origine du(n + 1)®M€arc et on appelleircuit un chemin ferr. Le
graphe des transitions possibles de la fiduremporte par exemple le chemin [0,1,2,3,4,5]
et le circuit [0,1,2,0].

Pour la suite on note, (i, j) la probabilie que le systme soit dans état; au tempg et
dans létatj au tempg + n :

On dit que létat;j estaccessiblea partir de |étati si la probabilie de passer diea j est
non nulle :
i—j<—=In>0:m,(i,5) >0

En theorie des graphes ceci signifie qu’il existe un chemin ergtg.
On dit que lesetatsi et ; communiquent si chacun d’eux est accessitdepartir de
l'autre :
o { i—j
1 ) . .
J =t

bar-hen.net



10 Chaines de Markov homognes

Pour que deugtats ne communiquent pas il faut que I'un des deux ne soit pas accessible
a partir de l'autre, c’esi-dire :

VYn>0 m,(i,j)=00u Vn>0m,(ji) =0

La relation de communication entre deetats estéflexive (par conventiowi my(i,7) = 1),

symetrique (par éfinition) et transitive, c’est donc umelation d’ équivalence

Il est donc possible de construire une partition é&sts d’'une chae de Markov en

classes dquivalence telle que tous légats d’'une classe communiquent entre eux et que

deuxétats appartenaatdeux classes défentes ne communiquent pas. Par construction,

ces classes sont deevdeux disjointes et leueunion est 'ensemble désats.

En theorie des graphes, une classédllivalence correspora unecomposante forte-

ment connexe c’esta-dire dont tous legléments sont communiquants. On peut donc

construire legraphe réduit (par exemple la figur@). Dans ce graphe, les sommets

repesentent les classes et les arcs @sentent les transitions possibles entre classes.

Ce graphe possle la prop@te d’étre sangircuit (on ne peut jamais revenir au point

d’origine), tous les circuits du graphe d’origine des transitions possibles ayantaservi

construire les diférentes classes.

Il est alors possible de distinguer deux types de classe :

— une classe est diteansitoire s’il est possible d’en sortir mais dans ce cas, le processus
ne pourra plus jamais y revenir (classe (0,1,2) et classe (3) dans laZjgure

— une classe est dit@currente s'il est impossible de la quitter (classe (4,5) et classe (6)
dans la figure?).

Si une classegcurrente est compes d’un seuétat, ceétat est dit absorbangfat 6 dans

la figure2). Un étati absorbant est donc tel qu’une fois dansétat on ne peut le quitter

(par exemple la ruine dans le cas du jeu de “Pile ou Face”). En terme de prdsathdit

transition, ceci signifie quék # i , m;;, = 0 et doncr; = 1.

Les états absorbants soné#r particuliers puisqu’ils constituent dewats terminaux du

syseme. Il est notamment iatessant @dtudier les probabikis d’absorption, c’esd-dire

les probabilies que le sysime finisse par atteindre un tht.

Les états d’'une classe transitoire sont dits transitoires alors guetdés d’'une classe

recurrente sont ditsécurrents. Urétat absorbant est donc un type particuliegtalt

récurrent.

Une ché@ne de Markov pour laquelle il n’existe qu’une seule clagsmirrente égalea

I'ensemble degétats) est dit@r eductible. Ceci signifie que tous létats communiquent.

Pour unétat; de la chéne, on appelléemps de retourle temps minimal pour reven&

I' étati ; c’est-a-dire le plus petit tel quer,,(i,7) > 0.

Soiti unétat d’'une chime de Markov. Lgériode de retourdei, noteT; est la quant#

définit par :

Sin=kT;,keN = m,(i,i) >0
Sin#kl},keN = m,(i,i)=0

c’est-a-dire que les retouid I'étati ne sont possibles que pour des&ks multiples la
période.

bar-hen.net
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0,1,2 6

3 4,5

Figure 2 — exemple de grapheduit

Une autre mamire équivalente de dire les choses est @dirdr la periode comme le
pgcdn € T : m,(i,i) > 0}

L' état; est ditpériodique si T; > 1 etapériodique si T; = 1.

Il est possible de montrer que deatats communiguants ont laéme @riode et donc
que la riode est constantel’'intérieur des classes de communication.

La periode commune desgéments de la classe est ag@péeriode de la classe

Si la chane est ireductible et qu’elle a unegpiode, on parle d’unehaine péeriodique;
si elle n’a pas degriode on parle dehaine aperiodique.

Une chane irréductible et apriodique est ditergodique

Exemple 0.1 Soit la matrice de transition de la ciree :

(1)

la période de la chine est 2, le systne agit comme un&tronome.

Exemple : marche @atoire

Un individu se @place dans une direction fixe et pautghaqueetape, soit faire un pas
en avant (avec une probabdip;), soit faire un pas en agie (probabilié ¢;), soit rester
sur place (probabilégr; =1 — p; — ¢;).

On suppose que ce processus est hanegce qui signifie que les probal@ktdes trois
evenements @pendent de I'endroit ou I'individu se trouve mais pas deéfapen. En
notant O le premiegtat, on obtient donc la matrice de transition :

ro po O
g p O
0 g m12 p2 O
= : 0 q3 T3
L -

bar-hen.net
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12 Chaines de Markov homognes

Figure 3 — Exemple de marcheeatoire

état initial @ 0
Lo 1 T2
O 1 IR EEETTI T
Do P

Figure 4 — Graphe d’'une marcheatoire

Cette matrice est de dimension finie ou infinie.

On peut repesenter cette matrice sous forme d’un automate (voir figure

De nombreux cas de marché&atoire sont utiliés : fortune du joueur au jeu de “Pile ou
Face”, etc.

Comportement asymptotique

Dans la suite, on notera, (i) la probabilie que le systme soit dans &tat: a lan®me
étape :
pin (i) = P(X; =)

Oonnoteu, = (fn(1), ..., pn(i),...) avec) .., = pin(i) = 1.
La definition des probabilés de transition implique :

(i) = P(X, =)
= ) P(X, =iX,1 = j)P(Xp1 =)

JeET

bar-hen.net
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= > (i pna(4)

JjeT
Ce qui peut €crire matriciellement :

Hn = /Lnfll_[

et donc de faconé@rérale :

o = poIl"

Cetteéquation correspord I'écriture matricielle de équationl.

Il est interéessant de se demander si un processusélfimihpar adopter un comportement
stable ou pas, s'il converge vers une limite ou non. Pour cektufie le comportement
asymptotique du vecteur,.

Il est facile de montrer que la plus grande valeur proprédaut 1.

On appelledistribution stationnaire la distribution de probabilé correspondar# tout
vecteur propre dél assoct a la valeur propre 1 :

po= pll

Le vecteuru,, rend compte de la loi d&,,. Cette distribution est dite stationnaire si elle
ne change pas lors d’'une transition. Un tel vecteuend compte d’un comportement
stochastique stable du sgste.

Il est important de noter que n’est pas Bcessairement unique.

On appelldistribution limite n* I' @ventuelle limite de la suitg,,.

Il est possible de montrer que si le vect@gyradmet une limite.*, alorsy* correspond
une distribution stationnaire. Ceci implique que la limitene cepend pas deétat initial

1o du syséme.

Une condition @cessaire et suffisante pour I'existence d’une distribution limitepeddante
de 19 est que 1 soit une valeur propre simpleldéc’esta-dire de multiplicié égalea

1) et que le module des autres valeurs propres soit strictemeénieinfa 1. Ceci signifie
gu’il n'existe qu’une seule classéaurrente. Une fois qu’on y rentre on ne peut plus en
sortir.

Conclusion

Les sections f@eedentes n’'ont permis que de soulever le coin du voile recouvrant la
théorie des processus markoviens et il n’est pas dans notre but d’aller plus en avant sur
le sujet. Les proleimes classiques de comptage consiséeastimer la loi du nombre
d’occurrence d’'un ou plusieuistats dans un temps dannNous renvoyons le lecteur
intéresg a la bibliographie.

bar-hen.net
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Exemples d’application

“T elephone arabe”

Une histoire se transmet entre des individus par lenphene du boucha oreille. Il
existe trois versions de cette histoire et chaque indigidi est racom® une version a
une probabilié p de la restituer telle quelle et une probakilit= 1 — p de la modifier en
une des deux autres versions. La matficgécrit donc

P 3
i
2 2 P
et son poly@me carad@ristique est
p=A 5 3 _
¢ poa b =osa-Ne-Toarmost Nl
a g ZA 2 2= =P 75
2 2 P

On distingue deux cas :
1.p—1=1=p=1,1=0:lamatricell estI'identi& et le probktme est trivial ;

2. p— 2% < 1:laseule valeur propre de module 1 est 1 et elle est simple. On se limite

a ce cas.

La suite converge quel que spif vers I'unique distribution stationnaige = (7, 15, 13)
qui vérifie :
PI=PI + S5 + G5 111
p=llp = pe=spui +ps + 505 = 1" =(5,5,3)
*__ g, % q,,* * 3 3 3
H3=75 [ + iy + PH3

carl—p=gq

Ceci signifie qu'asymptotiquement il n’est pas possible de cibrela version originale.
Pour bien comprendre la convergence du processus, il ésegstant de diagonaliser la
matricell. Les vecteurs ass@sa (p — 1) vérifient .

. (p— §)pi=pui + 5 + 45 e = (1,-1,0)
(p_ﬁ)uzm:» (p — Dps=2py + pps + 415 :>{u*—( 1)
(b — $)="4pi + S5 + pi o

La diagonalisation de la matrice consiatecrirell sous la forme :

1 1 0 1 0 0 1 11
MI=PAP'=]|1 -1 1 0 p—% 0 s 2 -1 -1
1 0 -1 0 0 p-1% -1 -1 2

etona
II" = (PAP~')" = PA"P~!

bar-hen.net
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or
10 0 100
At=fo0 (p-9" 0 =l o0 0
0 0 (p—9)" 000

puisquep — £ < 1. Etdonc

(f1 11
lim H”:P(lim A")P‘1:§ 111
n—-+00 n—-—+00 11 1

Ce qui signifie que chaque persoringui est racor@e une version de I'histoire en restitue
une autre tieeéquiprobablement parmi les 3 versions.

Ce esultat est assez logique si 'on note quettieds de la matricH sont non-identifiables,
c’est-a-dire qu’on peut les intervertir.

Application a la génetique

La geretique est un des champs d’application péagiés des chiaes de Markov car cela
revienta supposer que l'information appee par le pagsdu patrimoine grétique d’'un
individu est engrement contenue dans le patrimoirengique de ses parents. Cette
hypottese est enaréral raisonnable.

S.Wright aétude la fluctation de la #quence desames. Consierons une population de
taille V d’'individus haplddes. On suppose la taille constante au cours éesrgtions.
Le nombre total de@nes est deN : j genes seront de typeet2N — j genes seront de
type A.

Soit{X,, : n > 0} le nombre de gnesa a lan®™m® gérération.{X,, : n > 0} est une
chane de Markov. L'espace désats contien2 N + 1 valeurs{0,1,2,3,...,2N}.

Si on reglige la mutation et laédection, un modle simple pour calculer les probaliit
de transition d’une grérationa I'autre consist@ supposer que, si I'onjagenes de type
a a une @rération donge, chaque éne de la grération suivante est l&sultat d’'une
experience de Bernouilli de paratrep; = QLN et la probabilieé d’obtenirk genes de
typea est donge par :

Tk = P<Xn+1 = k|Xn = j) = C’ngé?(l _pj>2N—k 2

Dans ce modle simple, il est important de remarquer que :
mj; = 1poury =0et; =2N

Il ne peut y avoir de distribution limite car il existe deétats absorbants.

D’un point de vue @rétique, ceci signifie que I'endogamie produit udestion en fa-
veur des homozygotes.

Il serait pertinent de coniitae la vitesse de convergence verséests absorbants.
Introduction de la mutation Pour angliorer le moele on peut introduire la mutation
sous forme de deux termes le taux de mutation de en A et le taux de mutation de

bar-hen.net



16 Processus de Poisson

A ena. La probabilie de transitionr;;,, garde la néeme forme mais lg; de I'équation?

devient : . .
pjzﬁa—i—(l—#)ﬂ
Sia et 3 sont strictement positifs alofiset2/NV ne sont plus absorbants. Il est possible de
montrer que I'on a alors une distribution limite.
Introduction de la sélection On peutégalement introduire laétection dans le maxde
de base en supposant que énga a un avantagegectif sur le @neA repeseng par un
terme(1 + s). Dans ce cas, la probabéite transitionr;;, garde la @me forme mais le
p,; de I'équation2 devient :
(T +s)j

Pi=oNT s
Siily a j génes de type a lan®m gérération, I'esg@rance du nombre detgesa a la
gérération(n + 1) vaut :

. (1+s)j
E(X,1|X,=7J) =2Np; =2N——"
( +1| ]) pj 2N—|—j$
et 'esgerance du nombre detgeA a la gerération(n + 1) vaut :
ON — j
E(X,1|X,=7)=2N(1—-p;) =2N——
( +1| J) ( p]) IN +j8

Le rapport des deux egmnces vaut :

(1+3s)j

=M (1]

ON — (1+5)
ce qui rend compte de la pression @éestion en faveur duenea.

nombre de gnesu a la gerérationn
nombre de gnesA a la gerérationn

Processus de Poisson

Dans la sectior?, nous nous sommes éresgs aux concepts de base desioha de
Markov et donc d’'un processuistemps discret. Le but de cette section est @ésqmter

(de manére rapide) un exemple important de processtemps continu.

Un probEme classique est de compter le nombre d’occurrence @@nement doni

dans un intervalle de temps. A titre d’exemple on peut citer les apgléfshibniques un
standard, I'occurrence d’accideatun carrefour ou I'apparition des bourgeons sur une
plante.

La justification intuitive pour voir ces exemples comme des processus de Poisson pro-
vient de la loi deg€venements rares. Pour chaque petit intervalle de temps nous avons une
experience de Bernouilli dont la probabéitle suces est faible. Unésultat classique des
statistiqgues permet de meliser le nombre @&venements par une loi de Poisson. Nous
reviendrons plus loin sur une justification plus formelle (mais que nousresg tout

aussi intuitive).

On noteX; le nombre dévenements survenus dans l'intervallet|.

La fonction de epartition est une fonction noredroissante en escalier (voir figuse
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0 tl tg t3t4 t5 t6
X (0) = 0 X;= nombre dévenements survenus avant

Figure 5 — Trajectoire d’'un processus de comptage

Définition 0.4 X, est est urprocessus poissonnier'il vérifie les conditions suivantes :

H1 le processus est sangmoire : les occurrences désenements sont iggendantes
les unes des autres. Une autre n@rieéquivalente de dire les choses est de postuler que
I'occurrence dévenements avant la date'influe en rien sur 'occurrence é\'énements
aprest ;

H2 le processus est homége dans le temps : la loi de I'accroissemént ., — X;) du
processus ne&@pend que dé et non pas de (et est donc la @me que celle d& ).

L’hypothese H1) induit que le processus de comptage é#nements est un processus
markovien : connaissant legsent, le futur est irebendant du paés

Pour I'hypottese H2) on parle destationnarité ou parfois d’homogreite temporelle.
Par analogie avec la loi désénements rares, la probal@ld’observer plus d’'uevenement
dans un intervalle de tempst tend vers 0 quand\t tend vers 0. Cette pro@e peut
s’écrire :

1. P(Xt+At - Xt > ].)
11m

At—0 At

De manéreéquivalente, ceci peuté&trire :

—0 3)

P(Xt+At - Xt > ].) = O(At)

Divisons un intervalle de temp$, t] en N sous-intervalles de longueust = <. La
probabili& qu'unévenement survienne dans un sous-intervalle YautP (X, = 0) —
o(At) et donc I'esprance du nombre d’occurrence dans l'intervalle de temps vaut :

N(1 = P(Xar =0) —o(At)) = At (1 — P(Xa, = 0) — o(Al)) (4)

Si At tend vers 0, et sougserve de quelgues conditiongduatiord tend vers une limite
correspondant au nombre d’occurrence éedhements cons@é dans un intervalle de
temps de longueutr Cette limite est appékl’intensit é et est notée\ :
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lim At (1 — P(Xa; =0)) = A (5)

At—0
Ce qui peut fcrire :

P(Xa: =0) =1— MAL + o(At)
De méme l'équation3 peut sécrire :
Jim At7'(1— P(Xar =0)— P(Xa;=1)) =0
C’esta-dire :

P(Xa, = 1) = AAt + o(At)

Systme diférentiel

L'utilisation de syséme diférentiel en processus est classique mais il éanmoins
possible de passer ce paragraphe lors d’'une grenécture.
PourAt suffisamment petit, nous venons d’obtenir le éys¢ déquations :

P(Xt+At — Xt > 1) = O(At)
P(Xt+At — Xt = 1) AAtL + O(At)
P(Xt—‘rAt - Xt = 0) 1 — MAt -+ O(At)

Notons
pu(t) = P(X; =n)
Pourn > 0, 0n a

+P(Xt = n — 1)P(Xt+At — Xt = 1) + O(At)
= pu(t)(1 — AAL) + pp1 (H) AAL + 0o(At)
= palt) + AAL(pr_1(t) — pu(t)) + o(At)
D'ou:
Palt + At) = pa(t)
At
et en passari la limite, on obtient :

Pult + A) = pa(l)

im At = Apn-1(t) — pa(t))
Pp(t) = A®a-1(t) — palt))
Pourn=0o0na:
po(t + At) P(X; = 0)P(Xynr — Xy = 0)

= po(t)(1 — NAt + o(At))
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D'ou:
Po(t) = —Apo(t)
Les fonctiong,, () vérifient donc lesyseéme differentiel :

{pé(t) = —Apo(t)
Pu(t) = AMpn-1(t) — pa(t))

Il est possible de montrer que la solution de ce&yst est :

Do (t) — ef)\t

pi(t) = Me ™

et par ecurrence :

Vn >0 pu(t)= e‘”@
n!

Interpiétation des gsultats

La solution du systme diferentiel

PUX, =) = palt) = e 0

signifie quea tout instant, la variableX; suit uneloi de Poissonde paramtre A\t. On
retrouve & une interpgtation naturelle de l'intength :
Xi ~ P(At)
On en @duit immediatement I'esprance et la variance d¥, :
E(X,) =V(Xy) =\t

Ce resultat peut aussi se retrouver en coesadtl’approche binomiale déja évoqiee ;
on cecoupe lintervallgo, t] en N intervalles de taille;; suffisamment petit pour ne pou-
voir contenir qu'au plus un se@é\énement et ce, avec une probabiflf. Dans chaque
sous-intervalle la probabiétd’apparition d’'urevenement suit une loi de Bernouilli de
paranétre%. Les intervallegtant in&pendantsX; corresponda la somme ded/ lois

de Bernouilli et donc : \
t
Xt ~ B <N, N)

guandN tend vers I’infini,% tend vers O et la loi binomiale tend vers la loi de Poisson
et:
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Comparaison avec un melé ceterministe

Si on voulait construire un mede ceterministe, on aurait la fonction :
x(t) = nombre dévenements obsegg dans l'intervallé0, ¢]
I’ équation diférentielle correspondant aux hypetles d’absence deémoire et de sta-
tionnarié serait :
dr \
dt
avec la condition initiale:(0) = 0. On obtient donc Bquation :
z(t) = At

qui correspond au comportement “moyen” (c’astlire en esgrance) du processus de
Poisson.

Temps d’attente

Loi de la durée entre deuxevenements

On s’interesse maintenaata duée (akatoire) &parant deux occurrences deenement.
On se place une daté, et on vaétudier la variablg :

T = temps d’attente jusqa’la prochaine occurrence
Ona :

P(T > t) - P(Xt()—i-t - Xt() - O)
= P(X; = 0) hypottese d’'inépendance temporelle
— po(t) — e—)\t

La loi deT est donc inépendante d& et on a
PT>t)=eM«=PT<t)=1—eM
c’esta-direT suit une loi exponentielle de par&itne )\ :
T ~ &N

Il est important de remarquer qu’on ne sé@cupe pas de savoirtgiest une date d’oc-
currence. I'hypothse d’inépence temporelle implique que la loi deeste inchange.
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Interpr étation et propriétées

X; suit une loi de Poisson de paratre \t. On a donc EX;) = \. Ceci signifie que
A repesente le nombre moyen&lenements survenant dans une @mlée temps. Nous
retrouvonsa le sens de I'intengtdu processus de Poisson.

De mémeT suit une loi exponentielle de paratre \, on a donc EI') = ;. La durke
moyenne gparant deugvenements est doregalea i

Il est possible de @montrer que la loi de Poisson est la loi du nombrevehements
survenant dans une uaitle temps quand c&senements sontepaés par des dées
exponentielles ingpendantes.

On peut aussi s'iressen laloi conditionnelle :

PT">s+t,T>s)
P(T > s)

P(T > s+1)

P(T > s)

e*)\(i‘i’s)

P> s+t >s) =

e—>\5
B—At

= P(T >t)

Ceci signifie que la loi exponentielle est “sangmoire”. On peut montrer que cette
propriete est caraéristique de la loi exponentielle.

Cette propiete esta I'origine duparadoxe de I'autobus(poissonnien) :

Siun usager attend un bus d’une ligne sur laquelle les passages suivent une loi de Poisson,
la loi (et donc I'esgrance) reste constante au cours du temps. @@roent ceci signifie

que si les bus passent en moyenne toutes les 30 minutes et que I'usageatiethdu 15
minutes, I'esgrance du temp& attendre reste inchaig et est de 30 minutes.

1
E(T):E(T—t>T>t):X
Date du nf™e évenement
Soit 7T, la date (akatoire)a laquelle survient le¥¢évenement :

et de facon grerale :
Tn - Tn—l ~ g()\)

pourn > 0 (T = 0).
Donc T, est la somme de variables exponentielles de paratme \. Il est possible de
montrer que la dengtf, (¢) de la variable @atoireT,, s’écrit :

fn(t) — e—)\ttn—l
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C’esta-dire une loi gamma dont le paratren est entier. On parle aussi tié d’Erlang
etdonc:

>:3|3>*|3

Tour d’horizon de quelques processus

Nous venons de donner les bases de deux processus fondamentauxinies daaar-

kov et les processus de Poisson. Il est important de noter quedamsme de construc-
tion est sensiblement défent entre les deux processus. Dans le cas déseshde Mar-
kov, on sjcifie la dependance entre les variablegaibires alors que dans le cas des
processus de Poisson, on travadl@artir de la loi inteévenement, c’es&-dire I'inter-
valle de temps entre I'occurrence de déawenements, on parlera dans ce cas de pro-
cessus de typimtervalle. Une autre mamire classique de construire un processus est le
point de vuecomptage c’esta-dire, en @réral, le nombre d’occurrence d'@tat dans
une £quence. Dans tout cette section il est important de gardé@teeeés deux notions
d’intervalle et de comptage.

Il n'est évidemment pas possible de donner une liste exhaustive de tous les processus
mais il nous a semblimportant de faire un tour d’horizon des principales approches.
Nous commencgons par quelquesngralisations du processus de Poisson (processus de
naissance, naissance et mort, branchement et file d’attente) pour atageréralisation

la plus globale (renouvellement) puis nous nougrnessons des @réralisations des
chdnes de Markov (cHaes d’ordrer, semi-ch@nes de Markov et chiaes de Markov
caclees).

Le but est plus de gsenter des probines que de leesoudre. Ceci peut pate un

peu frustrant mais conitee I'existence d’un outil est souvent aussi important que d’en
maitriser le mode d’emploi. Le lecteur ietesg peut se reportex la bibliographie pour

un traitement rigoureux et approfondi des processasenés.

Processus de naissance

Dans un processus de Poisson, la prob&ailiinévenement est irghbendante du nombre
d’évenements qui se songj produits. Cette hypodise peuétre irealiste. Un exemple
de ce plnonene est la reproduction des organismes vivantsu(¢éonom du proces-
sus) @ sous certaines conditions la probabili’'une naissance est directement propor-
tionnellea la taille de la populatioa I'instant consiéré. Un tel processus (qui est une
géréralisation des processus poissonnien) est aussi parfoiggppetssus de Yule
Prenons I'exemple de la division cellulaire.

Soit N(t) le nombre de cellules dans une cultdrdéa datet. On suppose que chaque
cellule se divise en deux au bout d’'une geliaéatoire distribée exponentiellement. On
suppose que les cellules ont toutes lame probabilé AAt¢ de se diviser durant un
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intervalle de duge At. On reconnt les hypotléses initiales du processus de Poisson.
Une fois qu’une cellule est divé®, on consiére qu’on a affairé deux cellules nouvelles
suceptibles de se divisarleur tour.

On s’interesse ica la naissance de nouveaux individus et adeur mort et I'on obtient
donc une modlisation croissante de la taille de la population.

En suivant un raisonnement analogueelui suivi pour le processus de Poisson on obtient
leséquations de Eecurrence:

P(N(t+At) = N(t)) = 1— AN()At+ o(At)
P(N(t+At) = N(t) +1) = AN(t)At + o(At)
PIN(t+ At = N(t) + k,k>1) = o(At)

On retrouve degquations semblablescelles obtenues pour un processus poissonnien
mais elles ne sont plus homages dans le temps puisque éggiations dpendent de
I'effectif N(t).
En notant

Pn(t) = P(N(t) = n)

on peut obtenir unéquation diferentielle dont la solution &trit :

n—1 _ CA\T—
i) = (g, )= ey

on reconnait la loi binomiale@yative de paragtre N, ete ' :
N(t) — Ny ~ NB(Npy,e™™)

On en c&duit :
E(N(t)) = Nye

c’est-a-dire gu’avec ce mate la croissance de la population est exponentielle earaspe.
De plus :
V(N(t)) = NoeM(eM — 1)
d’ou le coefficient de variation :
E(N(1)) Noe toso 1
= —
VV(N()  /Noet(eM —1) vV No
ce qui signifie que la variabibtrelative autour de I'egpance est faible sauf si la popula-
tion initiale est particukrement petite.
La croissance exponentielle de la population neastlemment pas toujoursaliste. Pour

contdler I'expansion on utilise souvent des nébels lettrogenes avec une intensif\
dependant de I'effectif :

CV(N(t) ! =

A= A(N)
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On peut aussi introduire une limite fneure M avec dedonctions de freinagele la

forme :
AN) = A (1 - %)

De manere analogue on peut construire processus de mort Et en suivant le ame
raisonnement on obtient :

N(t) — Ny ~ NB(Ny, e)

On peut remarquer que dans ces deux@hes] I'esj@rance est une fonction exponentielle
du temps et donc qu’une transformation logarithmique laereea une fonction liaire :

processus de naissance :log(E(N(t)) = log(Ng) + At
processus de mort: log(E(N(t)) = log(Ng) — put

On peut donc facilement estimer les paarasNy, A, u par une egression ligaire du
logarithme de l'effectif sur le temps.

On note que le point de vue adépest de type comptage. Il est cependant possible
d’étudier des paragétres de type intervalle : temps avantf® naissance, temps entre
deux naissance, etc.

Processus de naissance et mort

Une description&aliste du éveloppement d’une population déitidemment tenir compte

a la fois des naissances et des morts des individus qui la composent. (Nous sommes en-
core dans une logique de type comptage).

Un mockle naturel consista combiner les deux medes de la sectiof. L

En utilisant le n@me raisonnement et les2mes notations, on obtient :

pa(t+ At) = p,(t) x P(aucune naissance ni mort durént + At])
+pn_1(t) x P(une naissance durdntt + At])
+pna1(t) x P(une mort durant; ¢ + At))
+o(At)

C'est-a-dire :

pu(t+At) = pu(t) x (1 —n(\+ p)At)

+Pn-1(t) x (n — 1)AAL
+Pnt1(t) X (0 + 1)uAt
+o(At)
On en @duit I'équation diferentielle :
P(t) = —n(A + wpa(t) + (0 — DApp—1(t) + (n + L)upp41(2) (6)
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mais sa esolution est particidrement complexe dans le casngral, c’esta-dire pour
une taille initialeNy quelconque.

Pour Ny, = 1 (c’esta-dire une population initiale de taille 1), la solution deqiation
différentiellet est :

po(t) = pB(1)
palt) = (1= pB(®)(1 = AB@®)AB(H)""

avec
1 — A=)t

- n— /\e(/\_ﬂ)t
Conditionnellement au fait que la population n’est @sintea la datet (probabilie
(1 — puB(t)), N(t) suit donc une distributiongpnétrique :

(N@IN() > 0) ~ G(1 = AB())

B(t)

On utilise le esultat particulier pouN, = 1 pourétudier le comportement d’'une popu-
lation d’effectif initial Vy quelconque en supposant quevdlution de la population est
équivalentea I'évolution deN, populations d’effectif initial 1.

Processus de branchement

Ces processus sont utiéis pour écrire I'evolution des populations, la croissance (ou la
décroissance) de leur effectifs, les probabdit’extinction, etc.

On consi@re qua la gerération 0 on a 1 individu. Cet individu peut avoir des descen-
dants qui constituent laggération 1. Chaque individu peut avoir des descendants qui
constituent la grération 2.

On notera les liens entre les processus de branchement et les processus de naissance et
mort.

Les exemples d’application de ces processus sont nombreux en physigp&éemiologie,

en ¢erealogie ou encore eregetique.

La survivance des noms de famille est un des premiers exemples de ce processus. Sir
Galton (fondateur de I'elmnisme et cousin de Darwin) posa le pebk de I'extinction

des noms de famille au cours desngrations. Watson fut le premi@rproposer une so-

lution matlematiquea ce probdme. Dans ces metks, les seuls descendants coa&s

sont les enfants ales.

On noteY,, I'effectif a la f™egérération etX; ,, le nombre de descendants tfindividu
alarfm™géreration  =1,....Y,).

Par cefinition, une @rération eségalea la reunion des descendants de tous les individus

de la gerération pécdente :

Ynfl
Yn = Xl,n—l + XYn—1,n—1 = Z X]}n_l
7j=1

Il est donc possible de voir un processus de branchement comme la combinaison d’un
processus markovien et d’un processus cumulant.
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On suppose que les individus se reproduisergéprethdamment les uns des autres et que
le nombre de descendants suit une loi qui épahd ni de l'individu parent ni de la
gérération.

{X,;:n>0etl <j<Y, ,}iid.

Le phenonene suit une loi stable au cours du temps eépahdante des individus. On
note
pr =P(X,,; =k)=P(X = k)

La loi de X est enterement dtermirée par leg,. (Qui ne cependent ni de ni dej).
En geréral on peut supposer que le nombre de descendants suit une loi classique :

X ~B(m,p) = pp=ChpF(1—p)""0<k<m

)\k
X~PAN) = pp= e”\yk >0
Le choix de la loi esulte d’hypotkses sous-jacentes faites sur le mode de reproduction.
Classiqguement on recherche la loi dg les probabiliés d’extinction, le comportement
asymptotique, etc. On peut aussi compliquer un peu le enoblen supposant que les
individus parents peuvent avoir des descendants de plusieurs types.

Renouvellement

La théorie du renouvellement a commeéravec |etude des pannes et des remplacements
de composants tels les ampoukdectriques. Ensuite, il est apparu clairement qu’un
nombre important de probines pouvait se ramengrce formalisme.

Supposons que la dee de vie des ampoules soit une variabkatdire. Une ampoule
neuve est instadle au temps initial. Soik’; la date d’occurrence de la pre&né panne.

On remplace imradiatement 'ampoule. La dewtne panne se produit €6y + X5. De
mangre grérale, la A ampoule biile au temps

Si les variables &atoiresX,, sont incdependantes et identiquement distébs, on parle
de processus de renouvellement.

Deux points de vue analogues cagigent le processus de renouvellement. Oné&r'agse
soit au processus,, : temps avant l&®™ panne, soitt N () : nombre de pannes dans
I'intervalle de tempso, ¢].

Connaissant la loi d&’, temps entre deugvenements successifs, on cherche les pro-
prietes deN (t) et S,,.

On reconnait les liens entre le processus de renouvellement et le processus cumulant

aborc a la sectior..3.
On peut par exemple s’iatessea I'esperance deV(t), c’esta-dire le nombre attendu
de renouvellements dans l'intervalle de ternips) :
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Cetteéquation est appe¢ lafonction de renouvellement

Soit T; la duee (akatoire) entre Bvenementi — 1 et I'évenementi. Par exempléel;
repesente l'intervalle de temps entre l'instant O et le prerai@nement.

La loi du nombre ddvenements se produisant dans l'intervallg] se deduit des fonc-
tions de épartition des lois des intervalles de temps entre l'instant O;€tlgevenement
par la relation suivante :

PIN(t)=n) = P(N(t)>n) —P(N(t) >n+1)
= PN+ T, <t)—P(Ty+--- T, +Thy1 <)

_ t t
aveen = s, i

ou inf(T") repesente l'intervalle minimum entre deux intervalles de tempsupt7)
l'intervalle maximum entre deu&£&nements.

L’ équation pecedente signifie que si I'on a au moinsévenements jusqa’ I'instantt
alors l'instant @ se produit le2*™ évenement est ifgfrieur ouégalat.

L’ étude des processus de renouvelleménutadse notre propos mais il est possible de
montrer qu’une majoré de processus correspoadles cas particuliers de processus de
renouvellement. Par exemple, un processus de Poisson degtagamst un processus de
renouvellement dont la loi integvenement suit une distribution exponentielle (loi gamma
ou loi d’Erlang, voir page0). Dans ce cas la loi de comptage suit une loi de Poisson. Un
autre processus classique est le processus de Bernouilli (ex8rdpl&a pages). Il est
possible de montrer que la loi intesenement suit une loi binomialegative et que la

loi de comptage suit une loi binomiale.

Files d’attente

On s’interesse ici au @monene d’attente qui pelgtre ramea de facon grérale au

probleme suivant : des clients sesentent dans un lieu dompour obtenir un service.

Exemples :

— arrivéee de clients un distributeur automatique de billets (1 guichet, file d’attente infi-
nie);

— arrivée de voiturea une station service pompes, files d’attente potentiellement infi-
nie) ;

— appels élephoniques un standards(lignes, pas de file d’attente) ;

— atterrissages d’avions sur uaraport ¢ pistes, temps d’attente linj.

On peut voir un sysime de files d’attente comme la combinaison de deux processus de

renouvellement (arrie et service) redi par un nécanisme de passage (les files).

Notations
Pour cecrire un tel sygtme on adopte eregéral lesnotations de Kendall:
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F: laloi du processus des arégs dans le sy&ie ;
G : laloi de la duee des services rendu au(x) guichet(s) ;
s le nombre de guichets;

N : la capacié du systme, c'esta-dire le nombre de clients ggents simultaament
dans le systme.

On obtient ainsi une notatioregérale permettant de classifier les éifints penonmenes
d’attente : un sysime d’attente estasigre par le quadruplet :

F/G/s/N

Si on suppose (et on le faitdguemment) que les phonenesétudies \erifient la pro-
priete de Markov (c’est-dire que I'information sur le futur est eatement contenu dans
le présent), les loig” et G sont noées/.

M/M/s/N

Quand la capadtdu systme est infinie y' = oo) on omet le dernier terme et la notation
de Kendall devient simplement :
F/G/s

la longueur maximale de la file e8galea la capaci& du systme moins le hombre de
guichets :
Nmax = N — 5

On utiliseégalement deux autres notations classiques :

— A :le taux d’arrivee (par uni¢é de temps).

repesente donc l'intervalle de temps moyen entre deuxé&gswdans le sysine ;
: le taux de service (par ugitde temps).

repesente donc la dae moyenne d’un service.

|
TR >l

Problémesa résoudre

L'objet matltematique central danslfude d’un tel prolime est le processus stochastique
{X; :t > 0} ou X, repesente le nombre d'individusgsents dans le syshea I'instant

t.

On distingue deuxégimes diferents du sysime : lerégime transitoire et le regime
permanent Dans de nombreux cas, &srune phase initiale instable (ouverture des gui-
chets), le sygtme atteint une phase stable (milieu de j&ean

Dans la phase initiale, la loi du nombre d’individus dans le&@yst &pend du temps
(régime transitoire) et elle se stabilise dans la phase stationnaire.

Le régime stationnaire n’existe pas toujours. On ne discutera pas ici des conditions
d’existence de ceggime.

Dans le cas duagime transitoire, la loi du processus est camasgt par les probabilds :

pa(t) = P(Xy = n)

En regime transitoire, ces probabig cependenévidemment des conditions initiales.
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Les calculs en&gime transitoire sont souvenggrlourds et on se limite souvent' étude
en legime stationnaire card@sts par les probabilis limites

Pn = tlggo(pn(t)) = pn(00) = P(Xoo = n)
On ne s’arétera pas ici aux conditions d’existence de ces limites.
L’ étude des processus de file d’attente permet de @venias caraétristiques telles que :
— la duiée moyenne d'attente ;
— la duree moyenne deegour dans le sysine ;
— le nombre moyen d’individus psents dans le syshe ;
— le taux d’occupation des guichets;
— le taux de clients non-servis.
On notera que les deux pregnés questions sont de type intervalle alors que les trois
dernires sont de type comptage
Le syséme d’'attente de base est le gygeM/M/1 . On a vu que le processus stochastique
vérifiant la propréte de Markov est le processus de Poisson. Dans lersgsiM/M/1, on
suppose donc que
— les arrivees se font selon un processus de Poig30Y) ;
— la durée de service suit une loi exponentieflg.)
Nous ne pousserons pas plus en avatttie des files d’attente.

Processus ponctuel

Ces processus sont parti@rement utiles pougtudier des proleimes deé&partition spa-
tiale. lls seront traés dans le chapitre suivant.

CGeréralisation d’'une chine de Markov

Chaine de Markov d’ordre r

On dit qu’'une chine de Markov est drdre » si I'état du processus l'instantn ne
depend que desétats pecedents :

P(Xn - Z.n|Xn—1 - Z.n—lu SR ’Xl = Zl) = P(Xn = Z.n|Xn—r - in—ry s 7Xn—1 - Z.n—l)

Comme pour une cliae de Markov d'ordre 1 (c’esa-dire du typectudé dans la sec-
tion 2), la chdne est caraériste par les probabibs initiales et les probabiéis de tran-
sition.

Cette gréralisation est plaisante mais il est important de noter que si la€lig Mar-
kov a J états possibles, il existé"™! probabilieés de transition et donc le nombre de
parangtres crit exponentiellement avec laémoire du processus.

Semi-chdne de Markov

Dans une semi-cliae de Markov, on consae que la transition entre dégats distincts
correspond une chime de Markov. Par contre la probal#litle rester dans wtat n’est
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plus ceduite du modle mais est explicitement&gifiee par une loi diséte d’occupation
desétats.
Pour une chime de MarkovX,, la loi d’'occupation de Btatj est donie par

dj(u) = P(Xn+u+1 7& ja Xn+u = j, <. 7Xn+2 = j|Xn+1 = j7 Xn 7& ])
= 7(,7)" (1 =7(5.5))

la loi de I'occupation de Btatj, c’esta-dire le temps o le syséme reste I'étatj, est
donc une loi @onétrique.
Une semi-chme de Markowa J états est doncéfinie par les paragtres suivants :

1. probabilig initiales :mo(j)=P(Xo = j); j = 1,...,J avecy m(j) = 1

2. probabiliés de transition# (i, 7)=P(X,, = j|X,,_1 = i) avec
= Yam(i ) =1 dj=1,...J
—-7(j,))=0 Vj=1,...,J

3. loi d’occupation degtats :
dj<u) - P(Xn+u+1 ?é j, Xn+u — j, e ,Xn+2 — ]‘Xn-i-l — j,Xn 7é j)Vj — 1, ey J

La dependance n’est donc plus traduite explicitement danéfiaiion du mo@le mais
implicitement dans la&finition des lois d’occupation désats. Les lois d’occupation des
états sont par exemple des lois deteselémentaires (loi binomiale, Poisson oegative
binomiale).

On peut interpeter le nécanisme d’une semi-chree de Markov comme suitx un instant
n donre, on passe deétat; a I'état; selon une loi de transition degfat: puis on reste
dans létatj un tempsu qui suit la loi d’occupation de &tat;j. Enfin, on effectue une
nouvelle transition conforBmenta la loi de transition de &tat;.

Un probEme sgcifique se pose pour traduire la notiodit absorbant. Uatat absor-
bant est urétat dans lequel, une fois re@atron reste infiniment longtemps. Cette notion
ne peut donc pas se traduire dans une loi d’'occupation&tain

Il existe une relation forte entre les semi-tries de Markov et la #orie du renouvel-
lement. Une semi-cliae de Markova deuxétats peut s’interg@ter comme la combi-
naison de deux processus de renouvellement. La loi d’occupation du pretaiesst
une loi interévenement traduisant un phonene doni alors que la loi d’'occupation du
deuximeétat est une loi inteevenement traduisant un autregstonene. Dans le cadre
de la tleorie du renouvellement, ce type de processus est@ppatessus de renouvel-
lement altere.

Processus de Markov cacés

Une autre extension possible desicles de Markov consistefaire I'hypottese qu’une
sequence disete n’est pas directement obtenue par unénehde Markov mais indi-
rectement par des lois de probal@liattackees auxetats de la cliae de Markov. Si
{X,, : n > 0} est une chime de Markov d’ordre 1{Y,, : n > 0} est une chime de
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Markov caclee d’ordre 1 si la relation deegpendance suivante egnfiee :
P(Xn = in; Yn = ]n’Xl = Z-17 ce 7Xn71 = Z.nfh Y’l = j17 cee 7Yn71 = jnfl)
= P<Xn - ZAn7YVn - jn|Xn—1 - in—l)
- P<Xn - Z.n|Xn—1 - Zn—l)P(Yn - jn|Xn—1 - in—l)

Les variables @atoiresy;,, ne cependent donc que détat correspondarti,,. Les cependances

structurant le moele sont par corggjuent uniguement reggenées au niveau du proces-
sus sous-jacent’,.

Une chane de Markov cadke a I états, homogne dans le temps eséfthie par les
parangtres initiaux :

— probabili€és initiales

— probabilié de transition
(i, J) = P(Xn = j[Xn1 = i)

aveci,j =1,..., et} . m(j) =1
Ceci cefinit une ch@ne de Markov d’ordre 1 homegpe dans le temps. Lé$tats de cette
chdne de Markov sous-jacente sont obgma travers les lois de probabéisuivantes :
— probabilieés d'observation,(a,b) =P(Y,, = b|X,, = a) aveca,b = 1,...,1 et
>y Vn(b) =1
Dans un processus markovien cacbn suppose que seules les variabléatairesy,,
sont observables. C’est donc sur ces variableataires qu'il faut raisonner pour com-
parer des caragtistiques teoriquesa des caraétristiques obsebes (néme si il est tou-
jours possible de calculer les lois du nébel sous-jacent).
Ces technigues sonefs utilisees en reconnaissance de la parole.
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