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1.1

Chapitre 1

Rappels de calcul matriciel et de
probabilit e (cas discret)

Matrices
Définition

SUPhA S >

la matrice dont;; est l'element de la®™ligne et laj*™ colonne.

N O O

1
2
7

S =N
co O W

1
Exemple :A = ( 0 ) est une matric8 x 5 eta; 5 = 3.
1

Un vecteur de&R? est une matrice x 1. Dans ce cas on note= (v;)1<i<p-

1
2
Exemple w = | —1 | estun vecteur di&°.
3
8

SUPhA S >

Il S R

0

Exemple :A* =

W N R O

0
2
1
0

OO DN

Unematrice caréeest une matrice ayant leéme nombre de lignes et de colonnes. Une
matrice careen x n est dite dordre n. Une matrice est diteynetriquesi elle esttgale
a sa transp@e.



1.2

1.3

4 Matrices

1 01 2

00 21 , L
Exemple :B = 1 2 7 0 est une matrice syatrique.

210 3

o

Une matrice cage (aij)1<i<n;1<j<n €St ditediagonalesi a;; = 0 Vi # j.

Orerations sur les matrices
Addition de 2 matricesp x ¢

S SS S UL SS S

S0 PhA S >

Il est clair que I'addition des matrices est commutativé + B = B + A et
associative (A+ B)+C =A+ (B+C)

Multiplication d’'une matrice p x ¢ et d’un scalaire \

UL S

SUPhA S S

I g R Il e

SUPhA S >

Remarques :

e La multiplication deA et deB n’est possible que si le nombre de colonneside
estégal au nombre de lignes d&

e Si A et B sont deux matrices cdres alors les produitd B et BA ont un sens
mais en @réral AB # BA. (La multiplication des matrices n’est pas commuta-
tive).

e La multiplication des matrices est associativedB)C = A(BC) et est distri-
butive par rappora I'addition : A(B + C') = (AB) + (AC).

e On alapropte (AB)* = B*A*

Matrice identié

La matrice app@eidentite d’ordren et nogel, est la matrice caée d’ordren ayant des
1 sur la diagonale et des 0 partout ailleurs.

Exemple :I3 = est la matrice iden@& d’ordre 3.

o O =
o = O
_ o O

La matricel,, vérifie AI, = I,A = A pour toute matrice d’ordre (/,, est 'element
neutre pour la multiplication dans I'ensemble des matrice€eard’ordren).

bar-hen.net
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1.6

2.1

1. RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL ET DE PROBABILIT E (CAS DISCRET) 5

Matrice inverse

Soit A une matrice cage d’ordren. On dit queA est inversible si il existe une matrice
B caree d’ordren telle queAB = BA = I,,. On dit alors queB est I'inverse ded et on
noteB = A~%.

Pour les personnes connaissant letedminants :

une matriced est inversible si et seulementdit(A) # 0 etona:A™! = ﬁim ou B
est la matrice des cofacteurs de B = (b;;)i<; j<n avech; = (—1)"A;; etA;; estle
déterminant de la matrice: — 1) x (n — 1) égalea la matriceA a laquelle on a enlé&
la i®*™eligne et lajé™ colonne.

Matrice diagonalisable

Soit A une matrice cage d’'ordren. On dit que A est diagonalisable s'il existe une
matrice inversibleP telle queA = PDP~! ou D est une matrice diagonale. Une matrice
symetrique est diagonalisable.

Puissance et exponentielle d’'une matrice

Soit A une matrice caée d’'ordren. La puissancen®™ (ou m € N*) de la matriceA,
notte A™, est la matrice cage d’ordren définie par :
A" =AA--- A
|

m fois
On remarque que™ = A™ 1A = AA™L, Par conventiom® = I,,.

L'exponentielle de la matricel, noteexp(A), est la matrice cage d’ordren définie

par:
+oo Am

exp(A) = Z ml

m=0
Dans la suite de ce cours nous auranslculer des puissances de matrice &lyigue,
c’est-a-dire calculerA™ ou A est une matrice syatrique :
¢ Sil'on sait diagonaliserl, on aA = PDP~! ou D est une matrice diagonale. Dans
cecasonaA™ = PDmpP~!
e sinon il faut mettre au point une predure ierative :A° = I, et A™ = AA™ !

Probabilités

Axiomes de probabiét

1. Pour touttveénement @atoire4, ona :0 <P(A) <1
2.P(Q) =1

bar-hen.net



2.2

6 Probabilit és

3. Pour tousevenements @atoiresA et B tels queAN B = ona :P(AU B) =
P(A) + P(B)
Ce dernier point seéyéralise facilement : Soiemd,, A,, ..., A,,... desévenements
aleatoires 2 2 incompatibles4; N A; = 0 sii # j) alorsP (U 4;) = Y055 P (A4)).
Cet axiome s’appelle la-additivité.

Constgquences des axiomes
1. P(A) =1 —P(A)
P®) =0
SiA C BalorsP(A) < P(B)
P(B;U...UB,) <P(B;)+...P(B,)
Proprété de la partition disjointe : soiet,, B, ..., B,) tels queB; N B; = ()
pouri #jetB;N...NB, =Q.

On dit que(By, Bs, . .., B,,) forme une partition disjointe d@. Une telle partition
vérifie la proprété suivante :

a s b

P(A)=P(ANB) +P(ANBy) +...+P(ANB,)

Cas patrticulier :
B et B forment une partition disjointe de donclP(A) = P(AN B) + P(AN B)

Probabiliés conditionnelles éveénements inebendants

Soit B un évenement @atoire tel quéP(B) # (). On appelleprobabilité de A sachant
B et on noteP(A|B) la quantie P(A|B) = %. On montre quéP(A|B) est une
probabilie.

Deuxévenements! et B sont ditsndépendantsi et seulement $#(ANB) = P(A)P(B).

Remarquons que §i(B) # 0 alors (A et B indépendantsy P(A|B) = P(A) (notion

intuitive : la connaissance de n’influe pas sur la&alisation ded).

Formule des probabilites compoges
P(AN B) =P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

Formule de Bayes

Soit(By, Bs, . . ., B,) une partition disjointe de.
OnaP(A) =P(ANBy) +P(ANBy) +... + P(AN By).
En particulierP(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B).

bar-hen.net



1. RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL ET DE PROBABILIT E (CAS DISCRET) 7

2.3 Variables a&atoires discetes

On appelle variable ahtoire toute application de dansR.
Une variable akatoire discete est une variable @htoire qui ne prend qu’'un nombre
denombrable de valeurs. Uai de probabilie d'une variable a@atoire disagte X est
donrée par :

{P(X = z) ; z valeur possible pouk}

Exemple : jet de deuxé&b :Q = {(z,y) ; =,y € {1,2,...,6}}. On noteX la variable
aléatoireegalea la somme de ces deugrsl

[ Q —{2,3,...,12}
X'{ (

T, Y)—r 4y

X est une variable ahtoire disaete sa loi de probabiktest donée par les 11 probabi-
lités :

P(X=2) | P(X=3) | P(X=4) | (X=5) | ((X=6) | P(X=7) | P(X=8) | (X =9) | P(X =10) | P(X =11) | P(X = 12)

e %6 £ 46 %6 %6 %6 %6 %6 %6 ke

Espérance et variance d’une variable akatoire discrete
On appelleesgerancede X et on noteE( X)) la quantié

E(X) =) aP(X =)

La sommation est sur tous lessaleurs possibles pouy.
L'espérance d’une variable @toire s’interpgte comme sa valeur moyenne.
Soit® : R — R. &(x) est une variable a@htoire disaete eton a :

E(®(X)) =) ®@)P(X =)

La sommation est sur tous lessaleurs possibles pouy.
On n’a donc pas besoin de calculer la loi de probabdid (z) pour calculeE(P(X)).
On appellevariancede X et on noteV(X) la quantié :

V(X) =E((X - E(X))*) = E(X?) - E*(X)

On appelleacart-typede X et on notes(X) la quantie o(X) = /V(X). L écart-type
s'interprete comme la dispersion moyenneXeutour de sa moyenne.

Propri étes de I'esggrance et de la variance
1. Soit X une variable @atoire et soient,b € R alorsE(aX + b) = aE(X) + b.
2. Soit X une variable @atoire ne prenant que des valeurs positivésX 0) alors
E(X) > 0.
3. SoientX;, X», ..., X, des variables &htoires alor&(> """ | X;) = >  E(X;)
4. V(X) > 0. De plusV(X) = 0 = X non akatoire.
5. Soit X une variable @atoire et soient, b € R alorsV(aX + b) = a*V(X)

bar-hen.net



3.1

8 Quelques lois discétes

Indépendance de variables &atoires discetes

SoientX etY deux variables &atoires dis@&tes X € {x1,z,...,zc} €tY € {y1, 1o, ..
On dit queX etY sontindépendantesi et seulement si :

PX =2,Y =y;) =P(X =2;)P(Y =y;) Vie{l,2,... .k}, Vje{l,2,...,m}

Soient X, X,, ..., X,, n variables aatoires dis@tes. On dit que ces variables sont

indépendantes entre ellsset seulement si :

P(Xl = Q?l,XQ = T2,... ,Xn = I‘n) = ]P(Xl = xl)P(XQ = 132) .. ]P(Xn = l’n) VSL’l,QZQ, Ce

Propri étés des variables @atoires independantes
e SoientX;, X,,..., X, des variables ahtoiresndépendantesalors

E(H X)) = H E(X

e SoientXy, X,,..., X, des variables ahtoiresndépendantesalors

V(Z X)) = Z V(X

Quelques lois discetes

Quelgquesériesa connatre
Série exponentielle

+OOZL‘k
k=0

Onrappelle qué! =k x (k—1) x --- x3x2x1
Formule du bindme

Va,b e R ch kprk = (a + b)"

On rappelle que’* = k!(ﬁk)!

Seéries ¢eometriques

o Vz eRY G jab =152 et Vo] - 11X %ok =L

l1—x —x

o Vz e RY ok =222 ot Vae] - 1,1[ 35k = &

11—z

o etendrivantve €] — 1, 1] 32,20 kot = 377 kbt =

bar-hen.net
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1. RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL ET DE PROBABILIT E (CAS DISCRET) 9

Loi binomiale

On consi@re une ex@rience aatoire ayant deux issuesl:(suc@s) etA (échec) avec
P(A) =petP(A)=qg=1—p.

On repeten fois cette exprience de masre identique et ingpendante et on notes;, le
nombre de fois 0 'on a obsereé A au cours des expériences; c’esi-dire le nombre
de suceés au cours des experiences.

Onas, € {0,1,..., }et:
P(S, = k) = Cpp*(1 —p)"*

On dit ques,, suit une loi binomiale de parastresn etp et on noteS,, ~ B(n, p).

On montre quéE(S,,) = np etV(S,,) = np(1 — p).

Remarquons que I'on peétrireS,, = X; + X, + - - - + X,, ou les X; sont des variables
indépendantes telles que :

v o1 si le lesultat de la®™ expérience estl
‘| Osile esultat de la®*™e expérience estl

Ces variablesérifientP(X; = 1) = petP(X; =0)=¢=1—p.

Loi de Poisson (loi desvenements rares)

Soit X une variable @atoire discgtea valeurs danil de loi de probabili :

Ak
P(X:k):€k|)\ Vk € N
ou A est un eel positif. On dit queX suit une loi de Poisson de paratre A et on note
X ~ P(A).Onmontre qu&E(X) = A etV(X) = \; Remarquons que lorsque— +oo,
p — 0, np — X (en pratiquen > 100, 0.1 < np < 10) alors la variable binomiale
S, ~ B(n,p) peutétre approcke par la loi de PoissoX ~ P(\). En pratique cela
revienta consi@rer queP(S,, = k) =~ P(X = k).

Loi geonetrique ou loi de Pascal

On consigre une exprience aatoirea deux issues A (suc@s) etA (échec) avec
P(A) = petP(A) = ¢ = 1 — p. On épete cette ex@rience de magre identique et
indépendantes et on noté le nombre dépreuves acessaires pour obtenir le premier
suce@s.Ona:

P(Y =k)=(1-p)fp Vk € N*

On dit queY suit une loi gonetrique de paragtrep et on noteY” ~ G(p). On montre
queE(Y) = S etV(Y) = 4.

bar-hen.net
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10 Quelques lois discetes

Loi geonetrique geréralisee ou loi binomiale agative

On consigre une exprience aatoirea deux issues A (suces) etA (échec) avec
P(A) = petP(A) = ¢ = 1 — p. On épete cette ex@rience de masre identique et
indépendantes et on ndté le nombre dépreuve Bcessaires pour obtenirté™ suces.

Ona:

P(T, = k) = C._}(1 —p)*"p" Vk e N*\ {1,2,...,r — 1}

On dit queT;, suit une loi binomiale agative de paragtirer etp et on notel,. ~ B(r, p).
On montre queE(Y) = = etV(Y) = 74. On peut montrer qué, est la somme de
variables @onetriques inépendantes de paratnep.

Loi hyperg@onetrique

Une urne contienlv boules, dontV; noires etN, = N — N; blanches. On tir@ boules
sans les remettre et on ndfde nombre de boules noires obtenuggeut prendre toutes
les valeurs endéires entrenax (o, n — Ny) etmin(n, N;) et pourk entre ces deux valeurs,
ona:
O, Cr,*

CN
On dit queZ suit une loi hypergonétrique de paradtresN,n,p ol p = 4 est la
proportion de boules noires dans I'urne, et on note H(N,n, p).

P(Z =k) =

bar-hen.net



1. RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL ET DE PROBABILIT E (CAS DISCRET) 11

4 EXxercices

4.1 Calcul
1. Calculer

1 23 2 0 -1
(a)<321>+<—1 =) —3)

1 i 2 —i

. 3 4 =2 7

®if s 4 9

i =1 0 2
6 5 0
© 3 -5 4 2 8 —2 4
0 1 -1 0 0 31
1 0 2

5 2
2 3
(d)34( )
- 01

2. SoientA, B et les matrices éfinies par :

00
012 3 1 3 0 2 01
A_<4567) B_(—l —671) ¢= 10
00
1. Déterminer une matric& telle que :A +3B —2X =0
2. CalculerAC etC'A
4.2 Puissance
Soit M, P, D les matrices €finies par;
2 0 4 —4 —4 2 000
M=13 -4 12 P = 3 01 D=|010
1 -2 5 2 10 0 0 2
Montrer la relationV/ = PDP~! et en d&duire)M®
4.3 \oisins
1. Mon voisin a deux enfants dont une fille. Quelle est la prob&bijite I'autre soit
un gargon

2. Mon autre voisin a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la prababilit
que I'@né soit un gargon ?

bar-hen.net
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12 Exercices

Parapluie

On cherche un parapluie qui, avec la probabitit, se trouve dans I'un quelconque des
7 étages d’'un immeuble. On a expdoen vain les 6 premieitages. Quelle est la proba-
bilité que le parapluie se trouve ati"7étage ? Soiff (p) cette probabilié. Repésenter
graphiquemenf (p).

Moutons

On a cecek dans urelevage de moutons une probakild.3 pour qu’un mouton soit
atteint par une maladi#/. La probabilie qu’un mouton qui n’est pas atteint paf ait
une Eaction gativea un test est 0.9. S'il est atteint paf, la probabilie qu'il ait une
réaction positivea T est 0.8. Quelle est la probabdigu’'un mouton pris au hasard et
ayant une&action positive soit atteint pad ?

Dur netier

Une princesse est retenue prisareidans un dteau. Un prince charmant seepente
pour essayer de laétlvrer. Il entre dans la grande cour duatkau et, se trouvant alors
devant trois portes, il en choisit une au hasard (a@agiprobabili€). Or, s'il ouvre la
premere porte, il @couvre la princesse et parvient a Elidrer ; s’il ouvre la seconde,
il tombe neza nez avec un dragon qui l&dbre ; et s'il ouvre la troigme, il rencontre
une vieille soraére qui le reconduit au dehors aprl’avoir for@ a boire un philtre qui
fait perdre au prince la @moire de ce gu'’il a vu au éteau. Le prince renouvelle ses
tentatives jusqud ce qu'il gerisse ou qu'il eussissa celivrer la princesse.

1. (a) Quelle la probabil# pour que le princetussiss@ celivrer la princesse ?

(b) Quel est le nombre moyen de tentatives que le prince peut et doit effectuer ?

(Nous a@signons bienis par "7nombre moyen de ...” 'esprance matbmatique
du nombre de).

2. Si le prince succombe avant d’avoieussia celivrer la princesse, un autre se
présente ausgit pour tenter d’accomplir cette mission et ainsi de suite...

(a) Quel est le nombre moyen de tentatives qui s@uassaires pour parvemir
délivrer la princesse ?

(b) Quel estle nombre moyen de princes qui s@vakes par le dragon au cours
de ces tentatives ?

(c) Calculer la probabilé que le nombre de princes qunssent ainsi soit stric-
tement suprieura dix.

bar-hen.net
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Chapitre 2

Couple de variables agatoires, loi
marginale, loi conditionnelle

Couple de variables atatoires

SoientX etY deux variables @&atoires dis@tes. Laoi du couple(X,Y’) est la donke

de:
{P((X,Y) = (z,y)) , (z,y) valeurs possibles deX,Y)}

(x
Remarque P((X,Y) = (z,y)) =P(X =z,Y =y)
Si¢ :R? = RalorsE(¢(X,Y)) =3 > ¢(z,y)P(X =z,Y =y).
En particulier E(XY) =3 > zyP(X =2,V =y).

Esggrance du coupléX,Y)
E(X,Y) = (E(X),E(Y))

Matrice de variance-covariance du couplg, Y)

V(X) Cov(X,Y)
I(X,Y) = ( Cov(X,Y) V() )

avec CovX,Y) =E(XY) - E(X)E(Y)

- el i - Covix,y)
coefficient de coglation: = =27
Y = N0V
Remarque Cov(X,Y') etpx y mesurent la @pendance ligaire entreX etY :
e X etY indépendantes> Cov(X,Y) =0, pxy =0

e pxy = 1= ilexistea etjtel queY = aX +

13



14 Loi marginale

Loi marginale

Si on conn#t la loi du couple( X, Y'), on peut retrouver la loi d& et celle deY'. La loi
de X est alors appékloi marginale deX :

P(X=12)=) P(X==zY =y

Par contre, si on conitdes deux lois marginales, on ne peut pas eérégal reconstituer
la loi du couple, sauf sk etY sont incdependantes :

Théoreme 2.1 X etY indépendantess P(X = z,Y = y) = P(X = 2)P(Y = y).
C’esta-dire que si les variables sont iagendantes, la loi du couple ésjale au produit
des lois marginales.

Loi conditionnelle

Si (X, Y) est un couple de variable<altoires dis@tes, on appellli conditionnelle de
X sachanty” = y la donree de :

{P((X = z|Y =y), z valeur possible d& }

Rappel P(X = z|]Y =) = %

Si on conni la loi conditionnelle deX sachan®y” = y pour toutes les valeurs possibles
deY’, on dit qu’on connd la loi conditionnelle deX sachant’.

Remarque A partir de la loi deY” et de la loi conditionnelle d& sachant’, on retrouve

la loi du couple(X,Y) :
P(X =2,Y =y) = P(X = Y = y)P(Y =)

Théoreme 2.2 X etY indépendantess P(X = z|Y = y) = P(X = x). C'esta-dire
que si les variables sont iggendantes, la loi conditionnelle dé sachanty” estégalea
la loi marginale deX .

Espérance conditionnelle

P(X = z|Y = y) est une probabil@. On peut donc &finir I'esperance deX sachant
Y=y:
E(X =2y =y) =) aP(X = 2|y =y)

Si on conni la loi conditionnelle deX sachant’, on conn@ E(X = z|Y = y) pour
toutes les valeurs possiblgsleY'.

On peut alors éfinir la variableE(X |Y'), qui vautE(X|Y = y) quandY” = y.

Cette variable s’appelledsgerance conditionnelle d& sachantY’, elle prend la valeur
E(X|Y = y) avec la probabiléa P(Y = y).

On peut alors montrer les proptés suivantes :

bar-hen.net



2. COUPLE DE VARIABLES AL EATOIRES, LOI MARGINALE , LOI CONDITIONNELLE

15

1. E(E(X]Y =y)) = E(X)
2. Si X etY sontincependantes , alofs( X |Y) = E(X)

3. E(o(X)p(YV)|Y) = ¥ (Y)E(o(X)|Y).
En particulierE(XY|Y) = YE(X|Y)
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16 Exercices

Exercices

Lois marginales et conditionnelles

X etY étant deux variables@atoires dis@tes ayant pour ensemble de valeurs possibles
X ={1,2,3} ety = {—1, 1}, ladistribution de probabik du couplg X, Y") est donke
par le tableau suivant :

ym 1123
—-1{0.1{03|0.1

1/02/01|0.2

1. Quelles sont les lois de probabdimarginales des variablesatoiresX etY ?
CalculerE(X) etE(Y).

2. Quelle est la distribution de probabditonditionnelle de la variable&dtoire X ?
CalculerE(X|Y). (i,e. E(X|Y = 1) etE(X|Y = —1)).

3. En déduireE(XY"). Indication : on utilisera la propgié de I'esgrance condition-
nelle :E(XY|Y) = YE(X|Y).

4. X etY sont-elles indpendantes ?

5.2 Binomiale et Poisson

1. SoientX etY deux variables &atoires inépendantes de loi de Poisspii);) et
P(A2).
(@) OnposeS = X + Y. Quelles est la loi d&' ?
(b) Montrer que la loi conditionnelle d& sachantS est binomiale :

A
P(X = k|S = s) = C*pF(1 —p)**  avecp = ——*
2. SoientX etY deux variables &latoires in@pendantes de loi binomialn4, p) et

B(”Zap)'
(@) OnposeS = X + Y. Quelle est la loi de&5 ?
(b) Montrer que la loi conditionnelle d& sachantS est hypergonétrique.

5.3 Famille nombreuse

On admet que le nombre d’enfants dans une famille est une vari&gal®iaé de loi de
PoissorP(\). On consiére qua chaque naissance la probagilitavoir un gargon est
.
1. Exprimer la probabilié d’observelk garcons dans une famille dont on sait qu’elle
contientn enfants.
2. Déterminer la loi de probabitdu nombre de garcons que I'on peut observer dans
une famille.
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Chapitre 3

Chaines de Markov

Définitions
Soient Xy, X1, Xo,...,X,,... une suite de variablesé&itoires éfinies sur un rame
espace de probab#it) eta valeurs dans un @me espacé’ :

X, :Q— F

Dans tout ce courdy sera fini ou @nombrable. On peut donc lidentifiarN ou a une
partie deN. On dit queL’ est I'espace dtats.

Exemple :
X, : tempsqul fait au joum
E = {pluie, beau temps, neige
~ {1,2,3}

3

si len®™ejour est pluvieux
si len®™ejour est beau
si len®™jour est neigeux

b e
I
W N =

3

Définition 3.1 On dit que la suité X, ),.cy €st unechdne de Marko\si :
P(XnJrl = in+1’Xn - ina o 7X1 == ilaXO == ZQ) == P(Xn+1 == in+1’Xn - Zn) v/io, il, o ,Z.n,l.n+1 € E

Le futur ne @pend que du @sent et pas du passOn peut aussi dire que les variables
sont incependantes mais deémoire 1 seulement.

Définition 3.2 Si(X,),cn €St unechdne de Markoyon dit qu’elle eshomogenesi :
Vi,jeE VneN P(Xp=jlX,=1) =n(,j)

La probabilitt de passer dedtati a I’ étatj aun®™coup ne épend que déet dej et
pas den.

17



18 Définitions

Exemple .]P)(X4 = 2|X3 = 3) = ]P(Xll = 2|X10 = 3) = ]P)(Xl = 2|X0 = 3) = 71'(3, 2)
Nous ne nous iresserons qu’aux chrees de Markov homames d’espace état fini ou
denombrable.

Les probabilies~ (i, j) s’appellentprobabilités de transitiorou probabilités de passage
7(7,j) est la probabilié de passer dedtat: a I'état;.

On appellematrice de transitioret on notel la matricell = (7); jcx. Sil'espace cetat
E estinfini, c’est un abus de langage.

Exemple On pose

pluie
2 . beautemps
neige

™M P1 G
II = D2 T2 Q2
qs PpP3 T3

Comme I'espace @tats est fini, on peut visualiser la ¢ha de Markov sur un graphe.

q3
43

4 N

P2 b3

4 h

N Y

D1 q2
\_ @ J

La matrice de transition est uneatrice stochastique’esta-dire :

o Vi,jm(i,j) >0

i VZ E]T((Z:j) = 1

Preuve :

o 7(i,j) = P(X,y1 = j|X,, =4) >0

°* >, 7T(Z'7-.]:), = > P(Xpp = jlXn = i) = 1 carP(X,,41 = j|X,, = i) estune
probabilie
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3. CHAINES DE M ARKOV 19

Propri éte fondamentale des chimes de Markov homognes

P(XO = ’io, X1 = ’L.l, Ce ,Xn == Zn) = ]P(XO = io)ﬂ'(@b, 2.1)71'(1'171.2) Ce W(in_l,in) Vio,il, SEPR

Preuve :On utilise la relatiorP?(A N B) = P(A|B)P(B)

P(Xy = iny X1 = in1,- s Xo = i0)

= P(X), = i X1 = in_1, Xoo = in_s, ., Xo = i0)P(Xn_1 = in_1,- -, Xo = io)

= P(Xy = in| Xt = in ) P(Xnt = inrs - - s Xo = i0)

= T(in_1,0n)P(Xp_1 =in_1,...,Xo =1p)
(

= T(lp— 272n 1) (in—bin)P(Xn—Q = 2.71—27 cee ,X() = ZO)

= P(X() = io)ﬂ'(io, il)ﬂ(il, Zg) Ce W(in_l, Zn)

La loi de la ch@ne ne @pend que de la matrice de transitidret de la loi deX, (qu’on
appelle la loi initiale).

Calcul de la loi de X,
Pour simplifier, on suppose que I'espacétdts est fini :
E={1,2,...,d}

Il'y a d états possibles
La loi de X,, est repesenée par le vecteur ligne :

P, = P(X,=1),P(X,=2),...,P(X, =d))
On utilise la formule de Bayes avec la partition disjointe :
(Xn—l - ]-)7 (Xn—l - 2)a ) (Xn—l = d)

etdonc:

7(i, 1)P(X,y = 9)

<. <.
Il a |l Q.
— =

De méme pour touj :

bar-hen.net
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20 Matrice de transition dans le temps

D’ou la formule fondamentale :
P, =P, 11
on repete 'opération :
P, = P,I1I
= (P, IDII =P, _,II?
= (P,,IDII = P,_3IT?

= PII"
ou Py = (P(Xy = 1),P(Xy = 2),...,P(Xy, = d)) est laloi initiale de la ch@ne de
Markov.
Théeoreme 3.1P,, = PyI1" ou P, est la loi initiale et a1 IT est la matrice de transition.

Ceci implique qu’'une chae de Markov homognea espace @tats @nombrable est
entierement caraétise parP, etll.

Matrice de transition dans le temps

7(1, j) est la probabilié de passer dea j en 1 coup.

Théoreme 3.2La probabilitt de passer déa j; enm coups esegalea (I1")(z, ), le
coefficient de la®™ligne , j*™ecolonne dd1™. On dit quell™ est la matrice de transition
enm coups.

Remarques :
o (7M)(i,]) =P(X,, = 7| Xo = 1) = P(X5m = j| X5 = 1) = P(Xppm| X = 19)
o ()4, g) # (w(i,5)™)
Preuve du tBoreme :On doit montrer quéP(X,, = j|Xo = i) = (7™)(i,4). Par
récurrence :
m=1:P(X, =j|X,=1)=7(i, )
m : Supposon®(X,, = j|Xo = i) = (7™) (i, j)
m+1:
P( X1 = J, Xo = 1)
P(Xo = 1)

P(Xmi1 = j[Xo=1) =

i P(Xypsr = j, Xon = k, Xo = 1)
P(X, = 1)

i P(Xps1 = §|Xm = k, Xo = 1)P(X,n, = k, Xo = 9)

)
P(X, = 1)
)

= i)P(Xo = k| Xo = 1) P(Xo=1)
pt P(Xo = i)
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= Y k) (@™) (i, k)

= (@) (i)

Remarques () est encore une matrice stochastique car :

o Vi, j, (7™) (i,5) >0
o« Yy (™) (i,5) = 1Vi
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22 Exercices

Exercices

Weather in the Land of Oz

In the Land of Oz they never have two nice days in a row. If they have a nice day they are
just as likely to have snow as rain in the next . If they have snow (or rain) they have an

even chance of having the same in the next day. If there is a change from snow or rain,
only half of the time is this change to a nice day.

1. Montrer que le temps au pays d’Oz est uneiohale Markov homagne et donner
sa matrice de transitiorl. CalculerII®.

Vous avez pevu d'arriver au pays d’Oz un lundi mais pas dans n'importe quelles
conditions : vous n’entreprenez le voyage qui s’il a plu au pays d’Oz le dimanche
sinon vous repoussez votre voyagka semaine suivante.

Quelle est la probabikt gu’il ne fasse pas beau le lundi de votre @&
Quelle est la probabiit qu'’il fasse beau le samedi qui suit votre agv?
Vous arrivez enfin et il neige. Quelle est la probaeitju’il fasse beau le samedi ?

a bk b

Le mardi vous dormez toute la jowa et le mercredi il neige encore. Quelle est la
probabilige qu'il ait fait beau pendant votre sommeil ?

Proprietes des chimes de Markov homeges

Montrer que si X, ),.cn €st une chime de Markov homagne alors :
1. Pour tousetatszy, z1,...,z,0na:

P(Xo =m0, X1 =x1,..., X, = x,) = P(Xg = xo)7(x0, 1) (21, 2) - - T (X1, Tp)
2. Pour tousttatsz,y € Eona:
P(Xn+k = y|Xn = I) = (Wk)(xay)

ou (7%)(x, y) est laz®™ligne, y*™e colonne de la matrice”,

Chdnea deuxétats
Soit une chtine de Markova deuxétats O et 1 et de loi initialé, et de matrice de

transition :
l-p p )
1= 0<pg<l1
( q l—gq =P

1. CalculerP(X; = 0| X, = 0etX, =0) etP(X; # X»)
2. CalculerP,, en fonction deP,,_;. PuisP,, en fonction deP,. En ceduirell”.
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54 Meteo
1. On suppose que le fait qu’il pleuve demain ou n@peind seulement du fait qu'il
pleuve ou non aujourd’hui. On suppose que si il pleut aujourd’hui, il pleuvra de-
main avec une probabilitl — «, et s'il ne pleut pas aujourd’hui, il pleuvra demain

avec une probabilt 3. On repésente le temps qu'il fait par 0 quand il pleut et 1
qguand il ne pleut pas. Cecetinit un processuX,, état du temps au jour.

(a) Ecrire la matrice de transitiof.
(b) Calculer la probabilé qu’il pleuve dans quatre jours sachant qu’il pleut au-

jourd’hui.

(c) Calculer la probabilé qu'il pleuve quatre jours de suite sachant qu'il pleut
aujourd’hui.

(d) Montrer qu'il existe une probabiBtinvariante, la calculer en fonction de
aetp

(e) Convergence ?

2. On suppose maintenant que le fait qu’il pleuve ou non deméapedd aussi du
temps qu’il a fait hier.

S’il a plu hier et aujourd’hui, il pleuvra demain avec une probabilit- .

S'il a plu aujourd’hui et pas hier, il pleuvra demain avec une probahilit ~.

S’il a plu hier et pas aujourd’hui, il pleuvra demain avec une probalzilit

S’il n’a plu ni hier ni aujourd’hui, il pleuvra demain avec une probabiit

(a) Sil'on consicere le processusfinia la questiori, montrer que ce processus
n’est plus une cliae de Markov (sauf conditions particéites sury, 3, v, 6).

(b) On cEfinit alors le processus, ainsi :
e Y, = 0¢s'll pleut au journ et au journ — 1.
e Y, = 1¢'il pleut au journ et pas au joun — 1.
e Y, = 2¢'il pleut au journ — 1 et pas au jout..
e Y, = 3¢s’il ne pleut ni au joum ni au journ — 1.
Ecrire la matrice de transition
(c) Sachant qu’il a plu lundi et mardi, calculer la probabilifu’il pleuve jeudi.

(d) Sachant qu’il n’a plu ni samedi ni dimanche, calculer la probabdjtr’il
pleuve mardi.

(e) Déterminer la probabilg stationnaire et la proportion de jours o pleut,
obsengee sur un temps assez long, en supposantwdey, § €]0, 1].
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Chapitre 4

Convergence des chaes de Markov
homogenesa espace cetats
denombrable

Question : peut-onévaluerP(.X,, = j) ? (sans conriae n)
OnaP, = (P(X,, =1),P(X,, =2),...,P(X,, = d)). Apriori P, = BI1" dépend dex.
Exemple (pays d'Oz)

Po = (1,0,0)

Py = Pll= (1/27 1/47 1/4)

Py, = PyII = (7/16, 36, %/16)

A premiere vue, la question : "Quelle est la probakilifu’il fasse beau au pays d'Oz ?”,
c’est-a-dire "Combien vauP(X,, = 2) ?” n’a pas de&ponse. Mais si devient grand :

P; = (0.4063,0.2031,0.3906)
P, = (0.4023,0.1992,0.3984)
Ps = (0.4004,0.2002,0.3994)
Ps = (0.4,0.2,0.4)
P, = (0.4,0.2,0.4)

On peut épondre la question SP(X,, = j) "=5° Q()
La probabilie qu'il fasse beau au pays d'Oz est 0.2

Définition 4.1 On dit que la ch#ne (X, ),y CcONverge si
P(X, = j) "= Q())

pour tous lestats;.

Sion notel) = (Q(1),Q(2),...,Q(d)) alors :
n—-4o00

(Xn)nen CONVerge<= P, — Q

25



26 Probabilit & invariante et convergence

Probabilité invariante et convergence

On va chercher une conditioreoessaire de convergence.

SiP, "=° Q alorsP, = P,,_;II implique Q = QII.

On dit queQ est une probabili invariante ou stationnaire.

condition recessaire de convergencexistence d’une probabiétinvarianter).

Théoreme 4.1
VP, P, "=5°Q < II""=5°T =

et dans ce cag) = QII

Preuve :
e P, = PyII" donc siP, converge alor$l "==5° .

(0,...,0,4,0,...,0)I" "=5°(0,...,0,4,0,...,0)0 = Ty, Tay, ..., Tas) = Q
e Réciproquement : dil"” converge vers ui de cette forme :

]P)n = ]Poﬂn — PQF

et

Pol" = (Z IP)O(DQ(D’ Z]P)O(Z)Q<2)’ ce 7) = (Q(l)a Q(Q)’ - )

car>.%  Po(i) = 1.
Théoreme 4.2 Si I'espace cétat est fini et siI a une seule valeur propre de module 1

Q
(elle en a toujours au moins une), aldfg "==° | @ | e doncp,, "=*°
Q

() est le vecteur propre assédéi la valeur propre de module 1

Classification des chimes de Markov

Dans la @finition que nous avons doae d’'une chie de Markov, levolution du pro-
cessus au cours du temagpartir d’'unétat doné est engérement écrite par la matrice

des probabiliés de transition. On peut aussi voir uneicieade Markov comme un en-
semble détats entre lesquels s’effectuent des transitions. Certaines transitions sont pos-
sibles (probabilié de transition strictement positive) alors que d’autres sont impossibles
(probabili€ de transition nulle). Ceci nous amea vouloir visualiser une chiae de Mar-

kov en repesentant chaquetat par un sommet et chaque transition par un arc. Il faut
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Figure 4.1 — graphe des transitions possibles d’'unenehde Markov

noter qu'un arc pogsle une orientation. Ce point de vue structurel consiste er fait
visualiser le graphe des transitions possibles d’'unénehde Markov (voir figuret.1).
Dans la mesuretoles arcs sont orie@s, on parle dgraphe orienté. Si des poids sont
assogds aux arcs, on partBautomate

Dans la tieorie des graphes, on appedleeminune succession d'arcs, telle que '@ttt
du n®M€arc soit I'origine du(n + 1)®M®€arc et on appelleircuit un chemin ferra.

Le graphe des transitions possibles de la figlilrecomporte par exemple le chemin
[0,1,2,3,4,5] et le circuit [0,1,2,0].

Pour la suite on note,, (i, j) la probabilie que le systme soit dans état: au tempg et
dans letatj au tempg + n :

On dit que letat; estaccessiblea partir de |etati si la probabilieé de passer dea j est
non nulle :
i—j<=3In>0:m,(i75) >0

En theorie des graphes ceci signifie qu’il existe un chemin ergte.
On dit que lesétats: et j communiquent si chacun d’eux est accessitdepartir de
l'autre :
o { i—
P j<=q . 7
J—t
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Pour que deugtats ne communiquent pas il faut que I'un des deux ne soit pas accessible
a partir de l'autre, c’esi-dire :

Vn>0 m,(i,j)=00u VYn>O0nm,(j,i)=0

La relation de communication entre dettats estéflexive (par conventiow my(i,7) = 1),

symetrique (par éfinition) et transitive, c’est donc umelation d’ équivalence

Il est donc possible de construire une partition é&sts d’'une chae de Markov en

classes dquivalence telle que tous létats d’'une classe communiquent entre eux et que

deuxétats appartenaatdeux classes défentes ne communiquent pas. Par construction,

ces classes sont deedeux disjointes et leuéunion est 'ensemble désats.

En théorie des graphes, une classédgliivalence corresporad unecomposante forte-

ment connexe c’esta-dire dont tous leglements sont communiquants. On peut donc

construire legraphe réduit (par exemple la figuré.2). Dans ce graphe, les sommets

repesentent les classes et les arcs @sentent les transitions possibles entre classes.

Ce graphe possle la propite d'étre san<ircuit (on ne peut jamais revenir au point

d’origine), tous les circuits du graphe d’origine des transitions possibles ayantaservi

construire les diffrentes classes.

Il est alors possible de distinguer deux types de classe :

e une classe est diteansitoire s’il est possible d’en sortir mais dans ce cas, le processus
ne pourra plus jamais y revenir (classe (0,1,2) et classe (3) dans la4igure

e une classe est dit&currente s'il estimpossible de la quitter (classe (4,5) et classe (6)
dans la figuret.2).

Si une classeaturrente est compes d’un seuétat, ceetat est dit absorbantfat 6 dans

la figure4.2). Un étati absorbant est donc tel qu’une fois dansatat on ne peut le quitter

(par exemple la ruine dans le cas du jeu de “Pile ou Face”). En terme de pra@sathdit

transition, ceci signifie quék # i , m;, = 0 et doncr; = 1.

Les états absorbants soné$r particuliers puisqu’ils constituent detats terminaux du

syseme. Il est notamment iatessant dtudier les probabikits d’absorption, c'esd-dire

les probabilies que le sysime finisse par atteindre un &gtht.

Les états d’'une classe transitoire sont dits transitoires alors quetd¢s d’'une classe

recurrente sont ditsecurrents. Urétat absorbant est donc un type particuliegtat

recurrent.

Une chéne de Markov pour laquelle il n’existe qu’une seule clagsmirrente égalea

'ensemble deétats) est dité@r eductible. Ceci signifie que tous létats communiquent.

0,1,2 6

T

3 4,5

Figure 4.2 — exemple de graphaduit

Pour unétat: de la chéne, on appelléemps de retourle temps minimal pour revena
I' étati ; c’est-a-dire le plus petit: tel quer, (i,7) > 0.
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Figure 4.3 — Exemple de marcheatoire

Soiti unétat d’'une chime de Markov. Lgériode de retourdei, noteT; est la quant#
définie par :

Sin=kT;,keN = m,(i,i) >0
Sin#kT;,)keN = m,(i,i) =0

c’est-a-dire que les retouid I'étati ne sont possibles que pour des&ks multiples la
période.

Une autre mamire équivalente de dire les choses est @dirdr la periode comme le
pgcdn € T : m,(i,i) > 0}

L' état; est ditpériodique si T; > 1 etapériodique si T; = 1.

Il est possible de montrer que deatats communiguants ont laéme @riode et donc
gue la riode est constantel’'intérieur des classes de communication.

La période commune deséments de la classe est agegéeriode de la classe

Si la chane est ireéductible et qu’elle a unefpiode, on parle d’'unehaine périodique;
si elle n’a pas degriode on parle dehaine aperiodique.

Une chéane ireéductible et apriodique est ditergodique

Exemple 4.1 Soit la matrice de transition de la civee :

= (V)

la période de la chine est 2, le sy8tne agit comme unétronome.

Exemple : marche @atoire

Un individu se @place dans une direction fixe et pautghaqueetape, soit faire un pas
en avant (avec une probabdip;), soit faire un pas en agie (probabilié ¢;), soit rester
sur place (probabilégr; =1 — p; — ¢;).

On suppose que ce processus est hanegce qui signifie que les probal@ktdes trois
evenements @pendent de I'endroit ou I'individu se trouve mais pas deéfapen. En
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Figure 4.4 — Graphe d’'une marché&aloire

notant O le premiegtat, on obtient donc la matrice de transition :

ro po 0
g m p O
0 g m12 p2 O
0 g ry
L9

Cette matrice est de dimension finie ou infinie.

On peut repesenter cette matrice sous forme d’un automate (voir figube

De nombreux cas de marcheatoire sont utiligs : fortune du joueur au jeu de “Pile ou
Face”, etc.

Résultat fondamental pour les ch@nesa espace détats fini

Théoreme 4.3 ¢ Sila chdne estiréductible alors il existe une unigue probal#élinva-
riante Q).

e Sila chdne est iréductible et apriodique alors elle converge,, " Q et la loi
limite ne cepend pas de la loi initiale.

¢ Sila chdne estiréductible et priodique de prioded, alors :
e pour chaque couple étatsi et 7, il existe0 < r < d tel que

e o) =0 sin#Fmd+r
(I )(l’j)_{>0 sin=md+r

e 0n a des limites diffrentes :
lim II" = A,
n=md+r
n—-+oo

pour tous les- entre 0 etd — 1.

Les coefficients!, (i, j) sont tousegauxa 0 oud x Q(j). Dans ce cas la loi limite
dépend de la loi initiale.

En resung si on se trouve sur lagsiode il y a convergence et sinon il y a divergence.
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Exercices

Weather in the Land of Oz

Sur un temps assez long, peut-omewir la proportion de jours de neige, de pluie et
de soleil au pays d’Oz ? Dans I'affirmative faut-il attendeesttongtemps pour que ces
prévisions soient bonnes ?

Chane produit

SoientXy,..., X, ... des variables ahtoires inépendantes et deadme loi :

avec0 <p<1
On poseZ, = 1 et pour tout entien, > 1 on poseZ,, = [[;_, Xi.

1. Quel est I'espace états de la ctiae Z, ? Montrer que(Z,, ),y €st une chime
de Markov homogne. Ceterminer sa matrice de transition et sa loi initiale. Les
variables a&atoires”,, 71, Z,, . . . sont-elles indpendantes entre elles ? #gponse
depend de la valeur de)

2. Etablir que les probabikt de transition dans le tempise( P(Z,.\, = j|Zx = i))
sont donges par la matrice :

avecp,, = ﬂ

3. Déduire du2 que la variable @atoireZ,, pos&de une loi limite quand — +oo
et ceterminer cette loi limiteEtablir ensuite que la suite de variablegatbires
(Zn, Zn41) CONverge en loi etéterminer sa loi limite dans le cas p €]0, 1.

Reproduction diploide

On consi@re une population diploida deux aklesA eta eta gerérations non recou-
vrantes. L'objectif est de&terminer les fequences limites des diveremptypesd A, Aa,
aa dans le cas d’accouplement entrerér et sceur. Pour cela, on&dier les fluctuations
au cours du temps desfjuences des types d’accouchements.
Pour cette populations il existe six types distincts de coupgle = AA x AA, Ey =
AA x Aa, B3 = Aa X Aa, By = Aa X aa, E5 = AA X aa, Eg = aa X aa. Les couples
vont donner des descendants du type- AA, b, = Aa etb; = aa.
1. Donner les probabi@P(b,|E;), P(bo| E;), P(bs|E;); ¢ = 1,...,6. On pesentera
les esultats sous forme de tableau.
2. Parmi les descendants directs d'un coupjeon fait des croisementsdre-sceur :
on choisit au hasard des individus de sexe oppmsir receerC’.
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(a) Expliquer pourquoi on &finit ainsi une chizme de Markov

(b) Calculer la matrice de transitidi = (7, ;)1<; ;<6 OU 7; ; €st la probabilié
qu’un couple fere-sceur soit du typ&; alors que les parents sont du type
E;.

(c) Faire le graphe destats. Commenter. Quellésolution pevoyez-vous pour
la chdne ?

3. Soit L, le vecteur de la loi des croisemetan-ieme greration :
L, = (P(C, = Ey),P(C,, = E,),...,P(C,, = Eg))

(a) Quelle relation deacurrence grifie L,, ? Donner I'expression dg,, en fonc-
tion de L et dell.

(b) Déduire du graphe destats qudl™ converge quand tend vers+oco vers
une matricd" que I'on ceterminera. Ené&duirelim,, . ., L,, en fonction de

L.
(c) Trouver la limite deL,, quandn — +oco dans les trois cas suivants :
e [, estune loi @erministe en un croisemeht (i = 1,...,6)

e Le couple initial aéte choisi au hasard dans une populatiorapropor-
tion de ggneA est%

e Le couple initial aéte choisi au hasard parmi les individus rouges de cette
population @A : rouge,Aa : rouge,aa : blanc).

(d) Quelles sont les équences limites dekgotypesA A, Aa, aa ?

4.4 Chane de Wright

Chaque populatiot,, (n est l'indice de @rération) est forrae de2N génesA et a.
On consi@re une reproduction (haploide) de typéatbire pur : on tire dang,, avec
répetition, 2N genes pour formef,, ;. Les2N tirages sont inédpendants. On notg, le
nombre de gnesA dans la populatiotF,,.

1. Quelle est la loi d&/, . ; sachant’,, = j ? Calculer son egrance.

2. Montrer quey,, est une chime de Markov. Quelle est la nature deats de cette
chdne ? Que peut-on proir commeevolution poury;, ?

3. On notell la matrice de transition de cette ¢he. Montrer que :
E(Y,|Yo = j) Z (") (5,

ou (IT")(j, k) est laj®™eligne, k*™e colonne de la matricE™.
En admettant la propate de la martingal&(Y,,|Y,,—.) = Y,_., en cduirelim,,_. ., [1".
4. En fonction de la loi initiale donner les probaliét d’absorption par 0 &tV .

Application a une loi initiale déterministe e F, contient le néme nombre deanes
A que de gnesu
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e F, contient trois fois plus de@mesA que de gnesa.
e F, contient trois fois moins deamesA que de gnesa.

Application a une loi initiale quelconque e F, a autant de chances de contenir
0,1,2,...,2N genesA.
e F, a deux chances sur trois de contenir leme nombre deénesA que
de genesa et une chance sur trois de contenir deux fois plus eéfeegA
gue de @nesa.
e Le nombre de gnesA dans la populatiotf, suit une loi binomiald3(2.V, p).

5. Reprendre le prokime avec un avantagélsctif du geneA :
P(Yo 1 = kY, =j) = CgN(pj)k(l _pj)QNik

_isy .
avecp; = 1;;_25\[ ous > 0.

On admettra que 2"~ a la proprété de la martingale, c’est-dire qUeE (e 2 |Y,,_,,) =
E (6723Yn_m)

Chéane d’Ehrenfest

Onétudie 'echange des mgtules entre deux compartimentsésl et 2. On d moléecules
numerogesl,2...,d. A chaque instant, on tire au hasard une @ale que I'on change
de compartiment.

X, estle nombre de metules dans le premier compartimearitinstantn.

1. Montrer que(.X,,) est une chime de Markov dont on donnera la matrice de transi-
tion I1.

2. Etudier la nature destats de cette cfige. Que peut-on eréduire ?

3. En supposank, de loi binomialeB (d, 1) determiner la loi deX;. Qu’en ceduit-
on?
4. De la distribution invariante et de léépode de la cHae, ceduirelim,, ., I1™.
Conclure sur la limite de la cliae.
5. Application : cecrire ce qui se passedi= 3 et si :
(a) au cepart,toutes les metules sont dans le premier compartiment.
(b) au cepart, chaque métule est plaee au hasard.
6. Chdne d’Ehrenfest modée
Lorsque la matcule aéte extraite d’'un compartiment, on tire au sort (avec des
probabilieségales) dans quel compartiment on la met.

Détermingr la matrice de transition et la distribution invariante de lanehainsi
modifiee.Etudier la loi limite.
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Chapitre 5

Processus de branchement (ou de
ramification ou de Galton-Watson)

Description du proccessus

Ces processus sont utiéis pour @crire I'évolution des populations, la croissance (ou la
déecroissance) de leurs effectifs, les probabdit’extinction, etc.

On consi@ére qua la gerération 0 on a 1 individu. Cet individu peut avoir des descen-
dants qui constituent laggération 1. Chaque individu peut avoir des descendants qui
constituent la grération 2.

Les exemples d’application de ces processus sont nombreux en physigp&éemiologie,

en ¢erealogie ou encore eregetique.

La survivance des noms de famille est un des premiers exemples de ce processus. Sir
Galton (fondateur de I'elmnisme et cousin de Darwin) posa le pebk de I'extinction
des noms de famille au cours de=ngrations. Watson fut le premi@rproposer une so-
lution matlematiquea ce probdme. Dans ces metks, les seuls descendants coa&s
sont les enfants &ales.

On noteY,, I'effectif a la f™egérération etX; ,, le nombre de descendants tfindividu
alarfm™gereration  =1,....Y,).

Par cefinition, une @rération eségalea la reunion des descendants de tous les individus
de la gerération pécedente :

Ynfl
Y, = X1,n_1 + -+ XYn_l,n—l = Z Xj,n—l
7j=1

On suppose que les individus se reproduisergérethdamment les uns des autres et que
le nombre de descendants suit une loi qui @pahd ni de l'individu parent ni de la
gérération.

{ij n>0etl Sj < Yn—l} i.i.d.
Le phenonene suit une loi stable au cours du temps eépahdante des individus. On

note
pe=P(X,; =k)=P(X =k)
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36 Description du proccessus

La loi de X est enterement étermiree par le, (qui ne cependent ni de ni dejy).
On note que si il existé tel queP(X = k) = 1 (i.e. on est &ir que chaque individu a
exactement descendants) alors le processus éstaministe.

Théoreme 5.1SiVk P(X = k) < letsiP(X < 1) = 1 alors P(Y, = 0) "=5° 1.
C’est-a-dire que la population &teint.

Théoreme 5.2SiVEP(X = k) < letsiP(X <1) < 1 alors
VE£0 P(Y, =k) "=5°0

et
P(Y, =0) "=
Soit la population f£teint (avec une probabiétr), soit elle explose (avec une probatalit
1—m)
Le but est donc deaterminer la probabilé d’extinctions.

Fonction @rératrice

Définition 5.1 Si X est une variable @atoirea valeurs dan$N, on c&finit :

“+oo
Vse[0,1] G(s)=E(s*) =) s"P(X =k)
k=0
On note que:
e G(0)=P(X =0)
° G(l) =
e G'(1) =E(X)
Exemple Si X ~ P()\) alorsG(s) = 2;03 sk 2’: — e et — A1)

Etude du processus de branchem@n)
On noteG,, la fonction gerératrice dev,.
Gn(0) = P(Y, = 0)

Proposition 5.1 G,, = G o G,,_; ou G est la fonction grératrice de la loi de la descen-
danceX.

Donc:

G0 =G| G0 = r=0cn
~—— ——

n—-+4oo n—-+4oo
— — T

Théoreme 5.3 7 est la plus petite racine positive dé&tjuationG(s) = s

Théoreme 5.4l y a deux cas :
e SIG'(1)=E(X)<1lalorsTm=1
e SiG'(1) =E(X) > 1alorsm < 1 etr est la plus petite racine positive d€&(s) = s
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Exercices

1.

2.

3.
4.

Etudier les processus de branchement dont la loi de la descendanegrestyr :

@PX=0)=PX=3)=1

(b) P(X =0) =po, P(X =1) =1—p,. Dans ce castudier la loi de la variable
aléatoireT : instant @i la population £teint.

C© PX=0)=pPX=2)=1-p.

dPX=0)=p,P(X=N)=1-p.

(e) X suit une loi binomialg3(N, p)

() X =Y —1o0uY suit une loi gonétrique de paragtrep : P(Y = k) =
p(I—p* L keN

(g) X suit une loi de Poisson de paratre\.

On suppose que tout homme dans une certain@tgaiexactement trois enfants,
avec des probabifis % pour chague enfant étre un garcon ou une fille.

(a) Etudier le processus de branchement agsetdia probabilié d’extinction du
nom de famille d’'un homme dogén

(b) Siun homme donmma deux garcons et une fille, quelle est la probdiite
son nom ne $teigne jamais ?

Etudier le processus de branchement pour legyet N.

Au temps 0, une culture sur le sang commence avec une cellule rouge. Au bout
d’'une minute, la cellule rouge meurt et donne naissanigne des combinaisons
suivantes (avec les probabdi indigwees) :

e 2 cellules rouges avec une probabkilite ¥,

e 1 cellule rouge, 1 cellule blanche avec une probabdit%;

e 2 cellules blanches avec une probabilie ¥ »

Chaque cellule rouge fonctionne de |&me fagon et chaque cellule blanche meurt
au bout d’'une minute sans reproduction.

(a) Modéliser I'évolution de la population

(b) Quelle est la probabikt qu’aucune cellule blanche n’apparaisse avant le
tempsn + 15?

(c) Quelle est la probabikt que la culture toute egtie meure ?

bar-hen.net



	1 Rappels de calcul matriciel et de probabilité (cas discret)
	1 Matrices
	1.1 Définition
	1.2 Opérations sur les matrices
	1.3 Matrice identité
	1.4 Matrice inverse
	1.5 Matrice diagonalisable
	1.6 Puissance et exponentielle d'une matrice

	2 Probabilités
	2.1 Axiomes de probabilité
	2.2 Probabilités conditionnelles et événements indépendants
	2.3 Variables aléatoires discrètes

	3 Quelques lois discrètes
	3.1 Quelques séries à connaître
	3.2 Loi binomiale
	3.3 Loi de Poisson (loi des événements rares)
	3.4 Loi géométrique ou loi de Pascal
	3.5 Loi géométrique généralisée ou loi binomiale négative
	3.6 Loi hypergéométrique

	4 Exercices
	4.1 Calcul
	4.2 Puissance
	4.3 Voisins
	4.4 Parapluie
	4.5 Moutons
	4.6 Dur métier


	2 Couple de variables aléatoires, loi marginale, loi conditionnelle
	1 Couple de variables aléatoires
	1.1 Espérance du couple (X,Y)
	1.2 Matrice de variance-covariance du couple (X,Y)

	2 Loi marginale
	3 Loi conditionnelle
	4 Espérance conditionnelle
	5 Exercices
	5.1 Lois marginales et conditionnelles
	5.2 Binomiale et Poisson
	5.3 Famille nombreuse


	3 Chaînes de Markov
	1 Définitions
	2 Propriété fondamentale des chaînes de Markov homogènes
	3 Calcul de la loi de Xn
	4 Matrice de transition dans le temps
	5 Exercices
	5.1 Weather in the Land of Oz
	5.2 Propriétés des chaînes de Markov homogènes
	5.3 Chaîne à deux états
	5.4 Météo


	4 Convergence des chaînes de Markov homogènes
	1 Probabilité invariante et convergence
	2 Classification des chaînes de Markov
	2.1 Exemple : marche aléatoire

	3 Résultat fondamental pour les chaînes à espace d'états fini
	4 Exercices
	4.1 Weather in the Land of Oz
	4.2 Chaîne produit
	4.3 Reproduction diploide
	4.4 Chaîne de Wright
	4.5 Chaîne d'Ehrenfest


	5 Processus de branchement (ou de ramification ou de Galton-Watson)
	1 Description du proccessus
	1.1 Fonction génératrice
	1.2 Étude du processus de branchement (Yn)

	2 Exercices


