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Chapitre 1

Rappels de calcul matriciel et de
probabilit é (cas discret)

1 Matrices

1.1 Définition

Unematricep × q est un tableaùa p lignes etq colonnes. On noteA = (aij)1≤i≤p;1≤j≤q

la matrice dontaij est l’élément de laième ligne et laj èmecolonne.

Exemple :A =

 1 0 1 2 3
0 0 2 1 0
1 2 7 0 8

 est une matrice3× 5 eta1,5 = 3.

Un vecteur deRp est une matricep× 1. Dans ce cas on notev = (vi)1≤i≤p.

Exemple :v =


1
2

−1
3
8

 est un vecteur deR5.

La transpośeede la matriceA = (aij)1≤i≤p;1≤j≤q est une matriceq× p not́eA∗ et d́efinie
par :A∗ = (bij)1≤i≤q;1≤j≤p avecbij = aji.

Exemple :A∗ =


1 0 1
0 0 2
1 2 7
2 1 0
3 0 8


Unematrice carŕeeest une matrice ayant le même nombre de lignes et de colonnes. Une
matrice carŕeen × n est dite d’ordren. Une matrice est ditesyḿetriquesi elle est́egale
à sa transposée.
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4 Matrices

Exemple :B =


1 0 1 2
0 0 2 1
1 2 7 0
2 1 0 3

 est une matrice syḿetrique.

Une matrice carŕeeA = (aij)1≤i≤n;1≤j≤n est ditediagonalesi aij = 0 ∀i 6= j.

1.2 Oṕerations sur les matrices

Addition de 2 matricesp× q
SoientA = (aij)1≤i≤p;1≤j≤q etB = (bij)1≤i≤p;1≤j≤q deux matricesp× q.
La somme deA et deB, not́eeA + B, est la matricep × q définie par :A + B =
(cij)1≤i≤p;1≤j≤q aveccij = aij + bij.
Il est clair que l’addition des matrices est commutative :A + B = B + A et
associative :(A+B) + C = A+ (B + C)

Multiplication d’une matrice p× q et d’un scalaireλ
SoitA = (aij)1≤i≤p;1≤j≤q une matricep× q et soit un scalaireλ.
La multiplication deA et deλ, not́eeλA, est une matricep× q définie par :λA =
(cij)1≤i≤p;1≤j≤q aveccij = λaij

Multiplication d’une matrice p× q et d’une matrice q × r
SoientA = (aij)1≤i≤p;1≤j≤q une matricep × q etB = (aij)1≤i≤q;1≤j≤r. La mul-
tiplication deA et deB, not́eeAB, est une matricep × r définie parAB =
(cij)1≤i≤p;1≤j≤r aveccij =

∑q
k=1 aikbkj

Remarques :
• La multiplication deA et deB n’est possible que si le nombre de colonnes deA

estégal au nombre de lignes deB.
• Si A etB sont deux matrices carrées alors les produitsAB etBA ont un sens

mais en ǵeńeralAB 6= BA. (La multiplication des matrices n’est pas commuta-
tive).

• La multiplication des matrices est associative :(AB)C = A(BC) et est distri-
butive par rapport̀a l’addition :A(B + C) = (AB) + (AC).

• On a la propríet́e (AB)∗ = B∗A∗

1.3 Matrice identit́e

La matrice appeléeidentit́e d’ordren et not́eeIn est la matrice carrée d’ordren ayant des
1 sur la diagonale et des 0 partout ailleurs.

Exemple :I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 est la matrice identité d’ordre 3.

La matriceIn vérifie AIn = InA = A pour toute matrice d’ordren (In est l’élément
neutre pour la multiplication dans l’ensemble des matrices carrées d’ordren).
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1. RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL ET DE PROBABILIT É (CAS DISCRET) 5

1.4 Matrice inverse

SoitA une matrice carrée d’ordren. On dit queA est inversible si il existe une matrice
B carŕee d’ordren telle queAB = BA = In. On dit alors queB est l’inverse deA et on
noteB = A−1.
Pour les personnes connaissant les déterminants :
une matriceA est inversible si et seulement sidet(A) 6= 0 et on a :A−1 = B

det(A)
où B

est la matrice des cofacteurs deA : B = (bij)i≤i,j≤n avecbij = (−1)i+j∆ij et ∆ij est le
déterminant de la matrice(n − 1) × (n − 1) égaleà la matriceA à laquelle on a enlevé
la ième ligne et laj èmecolonne.

1.5 Matrice diagonalisable

Soit A une matrice carrée d’ordren. On dit queA est diagonalisable s’il existe une
matrice inversibleP telle queA = PDP−1 oùD est une matrice diagonale. Une matrice
symétrique est diagonalisable.

1.6 Puissance et exponentielle d’une matrice

SoitA une matrice carrée d’ordren. La puissancemème (où m ∈ N∗) de la matriceA,
not́eeAm, est la matrice carrée d’ordren définie par :

Am = AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
m fois

On remarque queAm = Am−1A = AAm−1. Par conventionA0 = In.
L’exponentielle de la matriceA, not́eeexp(A), est la matrice carrée d’ordren définie
par :

exp(A) =
+∞∑
m=0

Am

m!

Dans la suite de ce cours nous auronsà calculer des puissances de matrice symétrique,
c’est-̀a-dire calculerAm oùA est une matrice syḿetrique :
• Si l’on sait diagonaliserA, on aA = PDP−1 où D est une matrice diagonale. Dans

ce cas on a :Am = PDmP−1

• sinon il faut mettre au point une procédure it́erative :A0 = In etAm = AAm−1

2 Probabilit és

2.1 Axiomes de probabilité

1. Pour toutévénement aĺeatoireA, on a :0 ≤ P(A) ≤ 1

2. P(Ω) = 1

bar-hen.net



6 Probabilit és

3. Pour touśevénements aléatoiresA etB tels queA ∩ B = ∅ on a :P(A ∪ B) =
P(A) + P(B)

Ce dernier point se ǵeńeralise facilement : SoientA1, A2, . . . , An, . . . desévénements
aléatoires 2̀a 2 incompatibles (Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j) alorsP

(⋃+∞
i=1 Ai

)
=
∑+∞

i=1 P (Ai).
Cet axiome s’appelle laσ-additivité.

Conśequences des axiomes

1. P(A) = 1− P(A)

2. P(∅) = 0

3. SiA ⊂ B alorsP(A) ≤ P(B)

4. P(B1 ∪ . . . ∪Bn) ≤ P(B1) + . . .P(Bn)

5. Propríet́e de la partition disjointe : soientB1, B2, . . . , Bn) tels queBi ∩ Bj = ∅
pouri 6= j etB1 ∩ . . . ∩Bn = Ω.
On dit que(B1, B2, . . . , Bn) forme une partition disjointe deΩ. Une telle partition
vérifie la propríet́e suivante :

P(A) = P(A ∩B1) + P(A ∩B2) + . . .+ P(A ∩Bn)

Cas particulier :
B etB forment une partition disjointe deΩ doncP(A) = P(A ∩B) + P(A ∩B)

2.2 Probabilit́es conditionnelles et́ev́enements ind́ependants

SoitB un événement aĺeatoire tel queP(B) 6= ∅. On appelleprobabilité deA sachant

B et on noteP(A|B) la quantit́e P(A|B) = P(A∩B)

P(B)
. On montre queP(A|B) est une

probabilit́e.
DeuxévénementsA etB sont ditsindépendantssi et seulement siP(A∩B) = P(A)P(B).
Remarquons que siP(B) 6= 0 alors (A etB indépendants)⇔ P(A|B) = P(A) (notion
intuitive : la connaissance deB n’influe pas sur la ŕealisation deA).

Formule des probabilités compośees

P(A ∩B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

Formule de Bayes

Soit (B1, B2, . . . , Bn) une partition disjointe deΩ.
On aP(A) = P(A ∩B1) + P(A ∩B2) + . . .+ P(A ∩Bn).
En particulierP(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B).

bar-hen.net



1. RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL ET DE PROBABILIT É (CAS DISCRET) 7

2.3 Variables aĺeatoires discr̀etes

On appelle variable aléatoire toute application deΩ dansR.
Une variable aĺeatoire discr̀ete est une variable aléatoire qui ne prend qu’un nombre
dénombrable de valeurs. Laloi de probabilit́e d’une variable aĺeatoire discr̀eteX est
donńee par :

{P(X = x) ; x valeur possible pourX}
Exemple : jet de deux d́es :Ω = {(x, y) ; x, y ∈ {1, 2, . . . , 6}}. On noteX la variable
aléatoireégaleà la somme de ces deux dés.

X :

{
Ω 7→{2, 3, . . . , 12}

(x, y)7→x+ y

X est une variable aléatoire discr̀ete sa loi de probabilité est donńee par les 11 probabi-
lit és :

P(X = 2) P(X = 3) P(X = 4) P(X = 5) P(X = 6) P(X = 7) P(X = 8) P(X = 9) P(X = 10) P(X = 11) P(X = 12)
1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Espérance et variance d’une variable aĺeatoire discr̀ete

On appelleesṕerancedeX et on noteE(X) la quantit́e

E(X) =
∑

xP(X = x)

La sommation est sur tous lesx valeurs possibles pourX.
L’espérance d’une variable aléatoire s’interpr̀ete comme sa valeur moyenne.
SoitΦ : R 7→ R. Φ(x) est une variable aléatoire discr̀ete et on a :

E(Φ(X)) =
∑

Φ(x)P(X = x)

La sommation est sur tous lesx valeurs possibles pourX.
On n’a donc pas besoin de calculer la loi de probabilité deΦ(x) pour calculerE(Φ(X)).
On appellevariancedeX et on noteV(X) la quantit́e :

V(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− E2(X)

On appelléecart-typedeX et on noteσ(X) la quantit́e σ(X) =
√

V(X). L’ écart-type
s’interpr̀ete comme la dispersion moyenne deX autour de sa moyenne.

Propri étés de l’esṕerance et de la variance

1. SoitX une variable aĺeatoire et soienta, b ∈ R alorsE(aX + b) = aE(X) + b.

2. SoitX une variable aĺeatoire ne prenant que des valeurs positives (X ≥ 0) alors
E(X) ≥ 0.

3. SoientX1, X2, . . . , Xn des variables aléatoires alorsE(
∑n

i=1Xi) =
∑n

i=1 E(Xi)

4. V(X) ≥ 0. De plusV(X) = 0 ⇒ X non aĺeatoire.

5. SoitX une variable aĺeatoire et soienta, b ∈ R alorsV(aX + b) = a2V(X)

bar-hen.net



8 Quelques lois discr̀etes

Indépendance de variables aléatoires discr̀etes

SoientX etY deux variables aléatoires discr̀etes :X ∈ {x1, x2, . . . , xk} etY ∈ {y1, y2, . . . , ym}.
On dit queX etY sontindépendantessi et seulement si :

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj) ∀i ∈ {1, 2, . . . , k}, ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}

SoientX1, X2, . . . , Xn n variables aĺeatoires discr̀etes. On dit que ces variables sont
indépendantes entre ellessi et seulement si :

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) = P(X1 = x1)P(X2 = x2) . . .P(Xn = xn) ∀x1, x2, . . . , xn

Propri étés des variables aĺeatoires ind́ependantes

• SoientX1, X2, . . . , Xn des variables aléatoiresindépendantesalors

E(
n∏

i=1

Xi) =
n∏

i=1

E(Xi)

• SoientX1, X2, . . . , Xn des variables aléatoiresindépendantesalors

V(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

V(Xi)

3 Quelques lois discr̀etes

3.1 Quelques śeriesà connâıtre
Série exponentielle

∀x ∈ R
+∞∑
k=0

xk

k!
= ex

On rappelle quek! = k × (k − 1)× · · · × 3× 2× 1
Formule du binôme

∀a, b ∈ R
n∑

k=0

Ck
na

kbn−k = (a+ b)n

On rappelle queCk
n = n!

k!(n−k)!

Séries ǵeométriques

• ∀x ∈ R
∑n

k=0 x
k = 1−xn+1

1−x
et ∀x ∈]− 1, 1[

∑+∞
k=0 x

k = 1
1−x

• ∀x ∈ R
∑n

k=1 x
k = x−xn+1

1−x
et ∀x ∈]− 1, 1[

∑+∞
k=1 x

k = x
1−x

• et en d́erivant∀x ∈]− 1, 1[
∑+∞

k=0 kx
k−1 =

∑+∞
k=1 kx

k−1 = 1
(1−x)2
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1. RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL ET DE PROBABILIT É (CAS DISCRET) 9

3.2 Loi binomiale

On consid̀ere une exṕerience aĺeatoire ayant deux issues :A (succ̀es) etA (échec) avec
P(A) = p etP(A) = q = 1− p.
On ŕep̀eten fois cette exṕerience de manière identique et ind́ependante et on note :Sn le
nombre de fois òu l’on a observ́eA au cours desn exṕeriences ; c’est-à-dire le nombre
de succ̀es au cours desn exṕeriences.
On aSn ∈ {0, 1, . . . , } et :

P(Sn = k) = Ck
np

k(1− p)n−k

On dit queSn suit une loi binomiale de param̀etresn etp et on noteSn ∼ B(n, p).
On montre queE(Sn) = np etV(Sn) = np(1− p).
Remarquons que l’on peutécrireSn = X1 +X2 + · · ·+Xn où lesXi sont des variables
indépendantes telles que :

Xi =

{
1 si le ŕesultat de laièmeexṕerience estA
0 si le ŕesultat de laièmeexṕerience estA

Ces variables v́erifientP(Xi = 1) = p etP(Xi = 0) = q = 1− p.

3.3 Loi de Poisson (loi deśev́enements rares)

SoitX une variable aĺeatoire discr̀eteà valeurs dansN de loi de probabilit́e :

P(X = k) =
e−λλk

k!
∀k ∈ N

où λ est un ŕeel positif. On dit queX suit une loi de Poisson de paramètreλ et on note
X ∼ P(λ). On montre queE(X) = λ etV(X) = λ ; Remarquons que lorsquen→ +∞,
p → 0, np → λ (en pratiquen ≥ 100, 0.1 ≤ np ≤ 10) alors la variable binomiale
Sn ∼ B(n, p) peut être approch́ee par la loi de PoissonX ∼ P(λ). En pratique cela
revientà consid́erer queP(Sn = k) ≈ P(X = k).

3.4 Loi ǵeoḿetrique ou loi de Pascal

On consid̀ere une exṕerience aĺeatoireà deux issues :A (succ̀es) etA (échec) avec
P(A) = p et P(A) = q = 1 − p. On ŕep̀ete cette exṕerience de manière identique et
indépendantes et on noteY le nombre d’́epreuves ńecessaires pour obtenir le premier
succ̀es. On a :

P(Y = k) = (1− p)k−1p ∀k ∈ N∗

On dit queY suit une loi ǵeoḿetrique de param̀etrep et on noteY ∼ G(p). On montre
queE(Y ) = 1

p
etV(Y ) = q

p2 .
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10 Quelques lois discr̀etes

3.5 Loi ǵeoḿetrique ǵeńeralisée ou loi binomiale ńegative

On consid̀ere une exṕerience aĺeatoireà deux issues :A (succ̀es) etA (échec) avec
P(A) = p et P(A) = q = 1 − p. On ŕep̀ete cette exṕerience de manière identique et
indépendantes et on noteTr le nombre d’́epreuve ńecessaires pour obtenir lerèmesucc̀es.
On a :

P(Tr = k) = Cr−1
k−1(1− p)k−rpr ∀k ∈ N∗ \ {1, 2, . . . , r − 1}

On dit queTr suit une loi binomiale ńegative de param̀etrer etp et on noteTr ∼ B(r, p).
On montre queE(Y ) = r

p
et V(Y ) = rq

p2 . On peut montrer queTr est la somme der
variables ǵeoḿetriques ind́ependantes de paramètrep.

3.6 Loi hyperǵeoḿetrique

Une urne contientN boules, dontN1 noires etN2 = N −N1 blanches. On tiren boules
sans les remettre et on noteZ le nombre de boules noires obtenues.Z peut prendre toutes
les valeurs entières entremax(o, n−N2) etmin(n,N1) et pourk entre ces deux valeurs,
on a :

P(Z = k) =
Ck

N1
Cn−k

N2

Cn
N

On dit queZ suit une loi hyperǵeoḿetrique de param̀etresN, n, p où p = N1

N
est la

proportion de boules noires dans l’urne, et on noteZ ∼ H(N, n, p).
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1. RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL ET DE PROBABILIT É (CAS DISCRET) 11

4 Exercices

4.1 Calcul

1. Calculer

(a)

(
1 2 3
3 2 1

)
+

(
2 0 −1

−1 −2 −3

)

(b) i


1 i 2 −i
3 4 −2 i
3 4 −2 i
i −1 0 2



(c)

(
3 −5 4 2
0 1 −1 0

)
6 5 0
8 −2 4
0 3 1
1 0 2


(d)

 5 2
3 4
0 1

( 2 3
0 1

)
2. SoientA,B etC les matrices d́efinies par :

A =

(
0 1 2 3
4 5 6 7

)
B =

(
1 3 0 2

−1 −6 7 1

)
C =


0 0
0 1
1 0
0 0


1. Déterminer une matriceX telle que :A+ 3B − 2X = 0

2. CalculerAC etCA

4.2 Puissance

SoitM , P ,D les matrices d́efinies par ;

M =

 2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

 P =

 −4 −4 2
3 0 1
2 1 0

 D =

 0 0 0
0 1 0
0 0 2


Montrer la relationM = PDP−1 et en d́eduireM5

4.3 Voisins

1. Mon voisin a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que l’autre soit
un garçon

2. Mon autre voisin a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la probabilité
que l’âıné soit un garçon ?
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12 Exercices

4.4 Parapluie

On cherche un parapluie qui, avec la probabilité p/7, se trouve dans l’un quelconque des
7 étages d’un immeuble. On a exploré en vain les 6 premierśetages. Quelle est la proba-
bilit é que le parapluie se trouve au 7ème étage ? Soitf(p) cette probabilit́e. Repŕesenter
graphiquementf(p).

4.5 Moutons

On a d́eceĺe dans uńelevage de moutons une probabilité 0.3 pour qu’un mouton soit
atteint par une maladieM . La probabilit́e qu’un mouton qui n’est pas atteint parM ait
une ŕeaction ńegativeà un test est 0.9. S’il est atteint parM , la probabilit́e qu’il ait une
réaction positivèa T est 0.8. Quelle est la probabilité qu’un mouton pris au hasard et
ayant une ŕeaction positive soit atteint parM ?

4.6 Dur ḿetier

Une princesse est retenue prisonnière dans un cĥateau. Un prince charmant se présente
pour essayer de la délivrer. Il entre dans la grande cour du château et, se trouvant alors
devant trois portes, il en choisit une au hasard (avecéquiprobabilit́e). Or, s’il ouvre la
premìere porte, il d́ecouvre la princesse et parvient a la délivrer ; s’il ouvre la seconde,
il tombe nezà nez avec un dragon qui le dévore ; et s’il ouvre la troisième, il rencontre
une vieille sorcìere qui le reconduit au dehors après l’avoir forće à boire un philtre qui
fait perdre au prince la ḿemoire de ce qu’il a vu au château. Le prince renouvelle ses
tentatives jusqu’̀a ce qu’il ṕerisse ou qu’il ŕeussissèa d́elivrer la princesse.

1. (a) Quelle la probabilit́e pour que le prince réussissèa d́elivrer la princesse ?

(b) Quel est le nombre moyen de tentatives que le prince peut et doit effectuer ?
(Nous d́esignons bien ŝur par ”nombre moyen de ...” l’esṕerance math́ematique
du nombre de ..)

2. Si le prince succombe avant d’avoir réussià d́elivrer la princesse, un autre se
présente aussitôt pour tenter d’accomplir cette mission et ainsi de suite...

(a) Quel est le nombre moyen de tentatives qui sont nécessaires pour parvenirà
délivrer la princesse ?

(b) Quel est le nombre moyen de princes qui sont dévoŕes par le dragon au cours
de ces tentatives ?

(c) Calculer la probabilit́e que le nombre de princes qui périssent ainsi soit stric-
tement suṕerieurà dix.
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Chapitre 2

Couple de variables aĺeatoires, loi
marginale, loi conditionnelle

1 Couple de variables aĺeatoires

SoientX etY deux variables aléatoires discr̀etes. Laloi du couple(X, Y ) est la donńee
de :

{P((X, Y ) = (x, y)) , (x, y) valeurs possibles de(X,Y )}

Remarque :P((X, Y ) = (x, y)) = P(X = x, Y = y)
Si φ : R2 ⇒ R alorsE(φ(X, Y )) =

∑
x

∑
y φ(x, y)P(X = x, Y = y).

En particulier :E(XY ) =
∑

x

∑
y xyP(X = x, Y = y).

1.1 Esṕerance du couple(X, Y )

E(X, Y ) = (E(X),E(Y ))

1.2 Matrice de variance-covariance du couple(X, Y )

Γ(X, Y ) =

(
V(X) Cov(X, Y )

Cov(X,Y ) V(Y )

)
avec Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

coefficient de corŕelation: ρX,Y = Cov(X,Y )√
V(X)V(Y )

Remarque :Cov(X, Y ) etρX,Y mesurent la d́ependance lińeaire entreX etY :
• X etY indépendantes⇒ Cov(X, Y ) = 0, ρX,Y = 0
• ρX,Y = 1⇒ il existeα etβ tel queY = αX + β

13



14 Loi marginale

2 Loi marginale

Si on connâıt la loi du couple(X,Y ), on peut retrouver la loi deX et celle deY . La loi
deX est alors appeléeloi marginale deX :

P(X = x) =
∑

y

P(X = x, Y = y)

Par contre, si on connaı̂t les deux lois marginales, on ne peut pas en géńeral reconstituer
la loi du couple, sauf siX etY sont ind́ependantes :

Théorème 2.1X et Y indépendantes⇔ P(X = x, Y = y) = P(X = x)P(Y = y).
C’est-̀a-dire que si les variables sont indépendantes, la loi du couple estégale au produit
des lois marginales.

3 Loi conditionnelle

Si (X, Y ) est un couple de variables aléatoires discr̀etes, on appelleloi conditionnelle de
X sachantY = y la donńee de :

{P((X = x|Y = y) , x valeur possible deX}

Rappel :P(X = x|Y = y) = P(X=x,Y =y)

P(Y =y)

Si on connâıt la loi conditionnelle deX sachantY = y pour toutes les valeurs possibles
deY , on dit qu’on connâıt la loi conditionnelle deX sachantY .
Remarque :̀A partir de la loi deY et de la loi conditionnelle deX sachantY , on retrouve
la loi du couple(X, Y ) :

P(X = x, Y = y) = P(X = x|Y = y)P(Y = y)

Théorème 2.2X et Y indépendantes⇔ P(X = x|Y = y) = P(X = x). C’est-̀a-dire
que si les variables sont indépendantes, la loi conditionnelle deX sachantY estégaleà
la loi marginale deX.

4 Esṕerance conditionnelle

P(X = x|Y = y) est une probabilit́e. On peut donc d́efinir l’esṕerance deX sachant
Y = y :

E(X = x|Y = y) =
∑

x

xP(X = x|Y = y)

Si on connâıt la loi conditionnelle deX sachantY , on connâıt E(X = x|Y = y) pour
toutes les valeurs possiblesy deY .
On peut alors d́efinir la variableE(X|Y ), qui vautE(X|Y = y) quandY = y.
Cette variable s’appelle l’esṕerance conditionnelle deX sachantY , elle prend la valeur
E(X|Y = y) avec la probabilit́eP(Y = y).
On peut alors montrer les propriét́es suivantes :
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2. COUPLE DE VARIABLES AL ÉATOIRES , LOI MARGINALE , LOI CONDITIONNELLE 15

1. E(E(X|Y = y)) = E(X)

2. SiX etY sont ind́ependantes , alorsE(X|Y ) = E(X)

3. E(φ(X)ψ(Y )|Y ) = ψ(Y )E(φ(X)|Y ).
En particulierE(XY |Y ) = Y E(X|Y )
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16 Exercices

5 Exercices

5.1 Lois marginales et conditionnelles

X etY étant deux variables aléatoires discr̀etes ayant pour ensemble de valeurs possibles
X = {1, 2, 3} etY = {−1, 1}, la distribution de probabilité du couple(X, Y ) est donńee
par le tableau suivant :

y
x 1 2 3
−1 0.1 0.3 0.1
1 0.2 0.1 0.2

1. Quelles sont les lois de probabilité marginales des variables aléatoiresX et Y ?
CalculerE(X) etE(Y ).

2. Quelle est la distribution de probabilité conditionnelle de la variable aléatoireX ?
CalculerE(X|Y ). (i.e.E(X|Y = 1) etE(X|Y = −1)).

3. En d́eduireE(XY ). Indication : on utilisera la propriét́e de l’esṕerance condition-
nelle :E(XY |Y ) = Y E(X|Y ).

4. X etY sont-elles ind́ependantes ?

5.2 Binomiale et Poisson

1. SoientX etY deux variables aléatoires ind́ependantes de loi de PoissonP(λ1) et
P(λ2).

(a) On poseS = X + Y . Quelles est la loi deS ?

(b) Montrer que la loi conditionnelle deX sachantS est binomiale :

P(X = k|S = s) = Ck
s p

k(1− p)s−k avecp =
λ1

λ1 + λ2

2. SoientX etY deux variables aléatoires ind́ependantes de loi binomialeB(n1, p) et
B(n2, p).

(a) On poseS = X + Y . Quelle est la loi deS ?

(b) Montrer que la loi conditionnelle deX sachantS est hyperǵeoḿetrique.

5.3 Famille nombreuse

On admet que le nombre d’enfants dans une famille est une variable aléatoire de loi de
PoissonP(λ). On consid̀ere qu’̀a chaque naissance la probabilité d’avoir un garçon est
1/2.

1. Exprimer la probabilit́e d’observerk garçons dans une famille dont on sait qu’elle
contientn enfants.

2. Déterminer la loi de probabilité du nombre de garçons que l’on peut observer dans
une famille.
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Chapitre 3

Châınes de Markov

1 Définitions

SoientX0, X1, X2, . . . , Xn, . . . une suite de variables aléatoires d́efinies sur un m̂eme
espace de probabilitéΩ et à valeurs dans un m̂eme espaceE :

Xn : Ω 7→ E

Dans tout ce cours,E sera fini ou d́enombrable. On peut donc l’identifierà N ou à une
partie deN. On dit queE est l’espace d’́etats.
Exemple :

Xn : temps qu’il fait au journ

E = {pluie, beau temps, neige}
' {1, 2, 3}

Xn = 1 si lenème jour est pluvieux

Xn = 2 si lenème jour est beau

Xn = 3 si lenème jour est neigeux

Définition 3.1 On dit que la suite(Xn)n∈N est unechâıne de Markovsi :

P(Xn+1 = in+1|Xn = in, . . . , X1 = i1, X0 = i0) = P(Xn+1 = in+1|Xn = in) ∀i0, i1, . . . , in, in+1 ∈ E

Le futur ne d́epend que du présent et pas du passé. On peut aussi dire que les variables
sont ind́ependantes mais de mémoire 1 seulement.

Définition 3.2 Si (Xn)n∈N est unechâıne de Markov, on dit qu’elle esthomog̀enesi :

∀i, j ∈ E ∀n ∈ N P(Xn+1 = j|Xn = i) = π(i, j)

La probabilit́e de passer de l’état i à l’ étatj aunèmecoup ne d́epend que dei et dej et
pas den.
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18 Définitions

Exemple :P(X4 = 2|X3 = 3) = P(X11 = 2|X10 = 3) = P(X1 = 2|X0 = 3) = π(3, 2)
Nous ne nous intéresserons qu’aux chaı̂nes de Markov homog̀enes d’espace d’état fini ou
dénombrable.
Les probabilit́esπ(i, j) s’appellentprobabilités de transitionouprobabilités de passage.
π(i, j) est la probabilit́e de passer de l’étati à l’étatj.
On appellematrice de transitionet on noteΠ la matriceΠ = (π)i,j∈E. Si l’espace d’́etat
E est infini, c’est un abus de langage.
Exemple :On pose

1 : pluie

2 : beau temps

3 : neige

Π =

 r1 p1 q1
p2 r2 q2
q3 p3 r3


Comme l’espace d’états est fini, on peut visualiser la chaı̂ne de Markov sur un graphe.

1 2 3
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�p1 q2
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�
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@
@

q1

q3

La matrice de transition est unematrice stochastique,c’est-̀a-dire :
• ∀i, j π(i, j) ≥ 0
• ∀i

∑
j π(i, j) = 1

Preuve :
• π(i, j) = P(Xn+1 = j|Xn = i) ≥ 0
•
∑

j π(i, j) =
∑

j P(Xn+1 = j|Xn = i) = 1 car P(Xn+1 = j|Xn = i) est une
probabilit́e
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3. CHA ÎNES DE M ARKOV 19

2 Propri été fondamentale des châınes de Markov homog̀enes

P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) = P(X0 = i0)π(i0, i1)π(i1, i2) . . . π(in−1, in) ∀i0, i1, . . . , in ∈ E

Preuve :On utilise la relationP(A ∩B) = P(A|B)P(B)

P(Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)

= P(Xn = in|Xn−1 = in−1, Xn−2 = in−2, . . . , X0 = i0)P(Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)

= P(Xn = in|Xn−1 = in−1)P(Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)

= π(in−1, in)P(Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)

= π(in−2, in−1)π(in−1, in)P(Xn−2 = in−2, . . . , X0 = i0)

=
...

= P(X0 = i0)π(i0, i1)π(i1, i2) . . . π(in−1, in)

La loi de la châıne ne d́epend que de la matrice de transitionΠ et de la loi deX0 (qu’on
appelle la loi initiale).

3 Calcul de la loi deXn

Pour simplifier, on suppose que l’espace d’états est fini :

E = {1, 2, . . . , d}

Il y a d états possibles
La loi deXn est repŕesent́ee par le vecteur ligne :

Pn = (P(Xn = 1),P(Xn = 2), . . . ,P(Xn = d))

On utilise la formule de Bayes avec la partition disjointe :

(Xn−1 = 1), (Xn−1 = 2), · · · , (Xn−1 = d)

et donc :

P(Xn = 1) =
d∑

i=1

P(Xn = 1|Xn−1 = i)P(Xn−1 = i)

=
d∑

i=1

π(i, 1)P(Xn−1 = i)

De même pour toutj :

P(Xn = j) =
d∑

i=1

π(i, j)P(Xn−1 = i)
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20 Matrice de transition dans le temps

D’où la formule fondamentale :
Pn = Pn−1Π

on ŕep̀ete l’oṕeration :

Pn = Pn−1Π

= (Pn2Π)Π = Pn−2Π
2

= (Pn3Π)Π = Pn−3Π
3

=
...

= P0Π
n

où P0 = (P(X0 = 1),P(X0 = 2), . . . ,P(X0 = d)) est laloi initiale de la châıne de
Markov.

Théorème 3.1Pn = P0Π
n où P0 est la loi initiale et òu Π est la matrice de transition.

Ceci implique qu’une chaı̂ne de Markov homog̀eneà espace d’états d́enombrable est
entìerement caractériśee parP0 etΠ.

4 Matrice de transition dans le temps

π(i, j) est la probabilit́e de passer dei à j en 1 coup.

Théorème 3.2La probabilit́e de passer dei à j enm coups est́egaleà (Πm)(i, j), le
coefficient de laièmeligne ,j èmecolonne deΠm. On dit queΠm est la matrice de transition
enm coups.

Remarques :
• (πm)(i, j) = P(Xm = j|X0 = i) = P(X5+m = j|X5 = i) = P(Xk+m|Xk = i)
• (Πm)(i, j) 6= (π(i, j)m)
Preuve du th́eor̀eme :On doit montrer queP(Xm = j|X0 = i) = (πm)(i, j). Par
récurrence :

m = 1 : P(X1 = j|X0 = i) = π(i, j)

m : SupposonsP(Xm = j|X0 = i) = (πm) (i, j)

m+ 1 :

P(Xm+1 = j|X0 = i) =
P(Xm+1 = j,X0 = i)

P(X0 = i)

=
d∑

k=1

P(Xm+1 = j,Xm = k,X0 = i)

P(X0 = i)

=
d∑

k=1

P(Xm+1 = j|Xm = k,X0 = i)P(Xm = k,X0 = i)

P(X0 = i)

=
d∑

k=1

P(Xm+1 = j|Xm = k,X0 = i)P(Xm = k|X0 = i) 6 P(X0 = i)

6 P(X0 = i)
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3. CHA ÎNES DE M ARKOV 21

=
d∑

k=1

π(k, j) (πm) (i, k)

=
(
πm+1

)
(i, j)

Remarques :(πm) est encore une matrice stochastique car :
• ∀i, j, (πm) (i, j) ≥ 0
•
∑d

i=1 (πm) (i, j) = 1 ∀i
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5 Exercices

5.1 Weather in the Land of Oz

In the Land of Oz they never have two nice days in a row. If they have a nice day they are
just as likely to have snow as rain in the next . If they have snow (or rain) they have an
even chance of having the same in the next day. If there is a change from snow or rain,
only half of the time is this change to a nice day.

1. Montrer que le temps au pays d’Oz est une chaı̂ne de Markov homog̀ene et donner
sa matrice de transitionΠ. CalculerΠ5.

Vous avez pŕevu d’arriver au pays d’Oz un lundi mais pas dans n’importe quelles
conditions : vous n’entreprenez le voyage qui s’il a plu au pays d’Oz le dimanche
sinon vous repoussez votre voyageà la semaine suivante.

2. Quelle est la probabilité qu’il ne fasse pas beau le lundi de votre arrivée ?

3. Quelle est la probabilité qu’il fasse beau le samedi qui suit votre arrivée ?

4. Vous arrivez enfin et il neige. Quelle est la probabilité qu’il fasse beau le samedi ?

5. Le mardi vous dormez toute la journée et le mercredi il neige encore. Quelle est la
probabilit́e qu’il ait fait beau pendant votre sommeil ?

5.2 Propríet́es des châınes de Markov homogènes

Montrer que si(Xn)n∈N est une châıne de Markov homog̀ene alors :

1. Pour touśetatsx0, x1, . . . , xn on a :

P(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P(X0 = x0)π(x0, x1)π(x1, x2) · · ·π(xn−1, xn)

2. Pour touśetatsx, y ∈ E on a :

P (Xn+k = y|Xn = x) = (πk)(x, y)

où (πk)(x, y) est laxème ligne,yèmecolonne de la matriceΠk.

5.3 Châıneà deuxétats

Soit une châıne de Markovà deuxétats 0 et 1 et de loi initialeP0 et de matrice de
transition :

Π =

(
1− p p
q 1− q

)
0 ≤ p, q ≤ 1

1. CalculerP(X1 = 0|X0 = 0 etX2 = 0) etP(X1 6= X2)

2. CalculerPn en fonction dePn−1. PuisPn en fonction deP0. En d́eduireΠn.
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3. CHA ÎNES DE M ARKOV 23

5.4 Mét́eo

1. On suppose que le fait qu’il pleuve demain ou non dépend seulement du fait qu’il
pleuve ou non aujourd’hui. On suppose que si il pleut aujourd’hui, il pleuvra de-
main avec une probabilité1−α, et s’il ne pleut pas aujourd’hui, il pleuvra demain
avec une probabilité β. On repŕesente le temps qu’il fait par 0 quand il pleut et 1
quand il ne pleut pas. Ceci définit un processusXn état du temps au journ.

(a) Écrire la matrice de transitionΠ.

(b) Calculer la probabilit́e qu’il pleuve dans quatre jours sachant qu’il pleut au-
jourd’hui.

(c) Calculer la probabilit́e qu’il pleuve quatre jours de suite sachant qu’il pleut
aujourd’hui.

(d) Montrer qu’il existe une probabilité invarianteQ, la calculer en fonction de
α etβ

(e) Convergence ?

2. On suppose maintenant que le fait qu’il pleuve ou non demain dépend aussi du
temps qu’il a fait hier.
• S’il a plu hier et aujourd’hui, il pleuvra demain avec une probabilité1− α.
• S’il a plu aujourd’hui et pas hier, il pleuvra demain avec une probabilité1− γ.
• S’il a plu hier et pas aujourd’hui, il pleuvra demain avec une probabilitéβ.
• S’il n’a plu ni hier ni aujourd’hui, il pleuvra demain avec une probabilité δ.

(a) Si l’on consid̀ere le processus défini à la question1, montrer que ce processus
n’est plus une chaı̂ne de Markov (sauf conditions particulières surα, β, γ, δ).

(b) On d́efinit alors le processusYn ainsi :
• Yn = 0 s’il pleut au journ et au journ− 1.
• Yn = 1 s’il pleut au journ et pas au journ− 1.
• Yn = 2 s’il pleut au journ− 1 et pas au journ.
• Yn = 3 s’il ne pleut ni au journ ni au journ− 1.
Écrire la matrice de transition

(c) Sachant qu’il a plu lundi et mardi, calculer la probabilité qu’il pleuve jeudi.

(d) Sachant qu’il n’a plu ni samedi ni dimanche, calculer la probabilité qu’il
pleuve mardi.

(e) Déterminer la probabilit́e stationnaire et la proportion de jours où il pleut,
observ́ee sur un temps assez long, en supposant queα, β, γ, δ ∈]0, 1[.
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Chapitre 4

Convergence des châınes de Markov
homog̀enesà espace d’́etats
dénombrable

Question :peut-onévaluerP(Xn = j) ? (sans connaı̂tren)
On aPn = (P(Xn = 1),P(Xn = 2), . . . ,P(Xn = d)). A priori Pn = P0Π

n dépend den.
Exemple :(pays d’Oz)

P0 = (1, 0, 0)

P1 = P0Π = (1/2, 1/4, 1/4)

P2 = P1Π = (7/16, 3/16, 6/16)

À premìere vue, la question : ”Quelle est la probabilité qu’il fasse beau au pays d’Oz ?”,
c’est-̀a-dire ”Combien vautP(Xn = 2) ?” n’a pas de ŕeponse. Mais sin devient grand :

P3 = (0.4063, 0.2031, 0.3906)

P4 = (0.4023, 0.1992, 0.3984)

P5 = (0.4004, 0.2002, 0.3994)

P6 = (0.4, 0.2, 0.4)

P7 = (0.4, 0.2, 0.4)

On peut ŕepondrèa la question siP(Xn = j)
n→+∞−→ Q(j)

La probabilit́e qu’il fasse beau au pays d’Oz est 0.2

Définition 4.1 On dit que la châıne(Xn)n∈N converge si

P(Xn = j)
n→+∞−→ Q(j)

pour tous leśetatsj.

Si on noteQ = (Q(1), Q(2), . . . , Q(d)) alors :

(Xn)n∈N converge⇔ Pn
n→+∞−→ Q
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26 Probabilit é invariante et convergence

1 Probabilit é invariante et convergence

On va chercher une condition nécessaire de convergence.
Si Pn

n→+∞−→ Q alorsPn = Pn−1Π impliqueQ = QΠ.
On dit queQ est une probabilit́e invariante ou stationnaire.
condition ńecessaire de convergence :existence d’une probabilité invarianteQ.

Théorème 4.1

∀P0 Pn
n→+∞−→ Q⇔ Πn n→+∞−→ Γ =


Q(1) Q(2) · · · Q(d)
Q(1) Q(2) · · · Q(d)

...
...

...
Q(1) Q(2) · · · Q(d)


et dans ce casQ = QΠ

Preuve :
• Pn = P0Π

n donc siPn converge alorsΠn n→+∞−→ Γ.
(0, . . . , 0, i, 0, . . . , 0)Πn n→+∞−→ (0, . . . , 0, i, 0, . . . , 0)Γ = (Γ1,i,Γ2,i, . . . ,Γd,i) = Q

• Réciproquement : siΠn converge vers unΓ de cette forme :

Pn = P0Π
n → P0Γ

et

P0Γ =

(
d∑

i=1

P0(i)Q(1),
d∑

i=1

P0(i)Q(2), . . . ,

)
= (Q(1), Q(2), . . .)

car
∑d

i=1 P0(i) = 1.

Théorème 4.2Si l’espace d’́etat est fini et siΠ a une seule valeur propre de module 1

(elle en a toujours au moins une), alorsΠn n→+∞−→


. . . Q . . .
. . . Q . . .

· · ·
. . . Q . . .

 et doncPn
n→+∞−→

Q

Q est le vecteur propre associé à la valeur propre de module 1

2 Classification des châınes de Markov

Dans la d́efinition que nous avons donnée d’une châıne de Markov, l’́evolution du pro-
cessus au cours du tempsà partir d’unétat donńe est entìerement d́ecrite par la matrice
des probabilit́es de transition. On peut aussi voir une chaı̂ne de Markov comme un en-
semble d’́etats entre lesquels s’effectuent des transitions. Certaines transitions sont pos-
sibles (probabilit́e de transition strictement positive) alors que d’autres sont impossibles
(probabilit́e de transition nulle). Ceci nous amèneà vouloir visualiser une chaı̂ne de Mar-
kov en repŕesentant chaquéetat par un sommet et chaque transition par un arc. Il faut
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4. CONVERGENCE DES CHAÎNES DE M ARKOV HOMOG ÈNES 27

Figure 4.1 – graphe des transitions possibles d’une chaı̂ne de Markov

noter qu’un arc possède une orientation. Ce point de vue structurel consiste en faità
visualiser le graphe des transitions possibles d’une chaı̂ne de Markov (voir figure4.1).
Dans la mesure òu les arcs sont orientés, on parle degraphe orienté. Si des poids sont
assocíes aux arcs, on parled’automate
Dans la th́eorie des graphes, on appellecheminune succession d’arcs, telle que l’extrémit́e
du nèmearc soit l’origine du(n + 1)èmearc et on appellecircuit un chemin ferḿe.
Le graphe des transitions possibles de la figure4.1 comporte par exemple le chemin
[0,1,2,3,4,5] et le circuit [0,1,2,0].
Pour la suite on noteπn(i, j) la probabilit́e que le syst̀eme soit dans l’́etati au tempst et
dans l’́etatj au tempst+ n :

πn(i, j) = P(Xt+n = j|Xt = i) = P(Xn = j|X0 = i)

On dit que l’́etatj estaccessiblèa partir de l’́etati si la probabilit́e de passer dei à j est
non nulle :

i→ j ⇐⇒ ∃n ≥ 0 : πn(i, j) > 0

En th́eorie des graphes ceci signifie qu’il existe un chemin entrei et j.
On dit que lesétatsi et j communiquent si chacun d’eux est accessibleà partir de
l’autre :

i↔ j ⇐⇒
{
i→ j
j → i
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28 Classification des châınes de Markov

Pour que deux́etats ne communiquent pas il faut que l’un des deux ne soit pas accessible
à partir de l’autre, c’est-à-dire :

∀n ≥ 0 πn(i, j) = 0 ou ∀n ≥ 0πn(j, i) = 0

La relation de communication entre deuxétats est ŕeflexive (par convention∀i π0(i, i) = 1),
symétrique (par d́efinition) et transitive, c’est donc unerelation d’ équivalence.
Il est donc possible de construire une partition desétats d’une châıne de Markov en
classes d’́equivalence telle que tous lesétats d’une classe communiquent entre eux et que
deuxétats appartenantà deux classes différentes ne communiquent pas. Par construction,
ces classes sont deuxà deux disjointes et leur réunion est l’ensemble desétats.
En th́eorie des graphes, une classe d’équivalence correspond̀a unecomposante forte-
ment connexe, c’est-̀a-dire dont tous leśeléments sont communiquants. On peut donc
construire legraphe réduit (par exemple la figure4.2). Dans ce graphe, les sommets
repŕesentent les classes et les arcs représentent les transitions possibles entre classes.
Ce graphe possède la propríet́e d’être sanscircuit (on ne peut jamais revenir au point
d’origine), tous les circuits du graphe d’origine des transitions possibles ayant servià
construire les diff́erentes classes.
Il est alors possible de distinguer deux types de classe :
• une classe est ditetransitoire s’il est possible d’en sortir mais dans ce cas, le processus

ne pourra plus jamais y revenir (classe (0,1,2) et classe (3) dans la figure4.2) ;
• une classe est diter écurrentes’il est impossible de la quitter (classe (4,5) et classe (6)

dans la figure4.2).
Si une classe récurrente est composée d’un seuĺetat, cet́etat est dit absorbant (état 6 dans
la figure4.2). Unétati absorbant est donc tel qu’une fois dans cetétat on ne peut le quitter
(par exemple la ruine dans le cas du jeu de “Pile ou Face”). En terme de probabilités de
transition, ceci signifie que∀k 6= i , πik = 0 et doncπii = 1.
Les états absorbants sont très particuliers puisqu’ils constituent desétats terminaux du
syst̀eme. Il est notamment intéressant d’́etudier les probabilit́es d’absorption, c’est-à-dire
les probabilit́es que le système finisse par atteindre un telétat.
Les états d’une classe transitoire sont dits transitoires alors que lesétats d’une classe
récurrente sont dits récurrents. Uńetat absorbant est donc un type particulier d’état
récurrent.
Une châıne de Markov pour laquelle il n’existe qu’une seule classe récurrente (́egaleà
l’ensemble deśetats) est diteirr éductible. Ceci signifie que tous leśetats communiquent.

3 4,5

60,1,2

?

-

HH
HHHj

-

Figure 4.2 – exemple de graphe réduit

Pour unétati de la châıne, on appelletemps de retour le temps minimal pour revenir̀a
l’ étati ; c’est-̀a-dire le plus petitn tel queπn(i, i) > 0.
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Figure 4.3 – Exemple de marche aléatoire

Soit i unétat d’une châıne de Markov. Lapériode de retourdei, not́eeTi est la quantit́e
définie par :

Si n = kTi, k ∈ N ⇒ πn(i, i) > 0

Si n 6= kTi, k ∈ N ⇒ πn(i, i) = 0

c’est-̀a-dire que les retours̀a l’étati ne sont possibles que pour des durées multiples̀a la
période.
Une autre manière équivalente de dire les choses est de définir la ṕeriode comme le
pgcd{n ∈ T : πn(i, i) > 0}
L’ étati est ditpériodique si Ti > 1 etapériodique si Ti = 1.
Il est possible de montrer que deuxétats communiquants ont la même ṕeriode et donc
que la ṕeriode est constantèa l’intérieur des classes de communication.
La période commune deśeléments de la classe est appeléepériode de la classe.
Si la châıne est irŕeductible et qu’elle a une période, on parle d’unechâıne périodique ;
si elle n’a pas de ṕeriode on parle dechâıne aṕeriodique.
Une châıne irŕeductible et aṕeriodique est diteergodique.

Exemple 4.1 Soit la matrice de transition de la chaı̂ne :

Π =

(
0 1
1 0

)
la période de la châıne est 2, le système agit comme un ḿetronome.

2.1 Exemple : marche aléatoire

Un individu se d́eplace dans une direction fixe et peut,à chaquéetape, soit faire un pas
en avant (avec une probabilité pi), soit faire un pas en arrière (probabilit́e qi), soit rester
sur place (probabilit́e ri = 1− pi − qi).
On suppose que ce processus est homogène, ce qui signifie que les probabilités des trois
événements d́ependent de l’endroiti où l’individu se trouve mais pas de l’étapen. En
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@
@R

état initial

0 1 2 .................
� �
� �r0

� �
� �r1

� �
� �r2

� �� �
� �� �

q1 q2

p0 p1

Figure 4.4 – Graphe d’une marche aléatoire

notant 0 le premieŕetat, on obtient donc la matrice de transition :

Π =



r0 p0 0 . . .
q1 r1 p1 0 . . .
0 q2 r2 p2 0 . . .
... 0 q3 r3

... ...
... 0

... ...
...

...


Cette matrice est de dimension finie ou infinie.
On peut repŕesenter cette matrice sous forme d’un automate (voir figure4.4)
De nombreux cas de marche aléatoire sont utiliśes : fortune du joueur au jeu de “Pile ou
Face”, etc.

3 Résultat fondamental pour les châınesà espace d’́etats fini

Théorème 4.3• Si la châıne est irŕeductible alors il existe une unique probabilité inva-
rianteQ.

• Si la châıne est irŕeductible et aṕeriodique alors elle convergePn
n→+∞−→ Q et la loi

limite ne d́epend pas de la loi initiale.
• Si la châıne est irŕeductible et ṕeriodique de ṕerioded, alors :
• pour chaque couple d’étatsi et j, il existe0 ≤ r < d tel que

(Πn)(i, j) =

{
= 0 si n 6= md+ r
> 0 si n = md+ r

• on a des limites diff́erentes :
lim

n=md+r
n→+∞

Πn = Ar

pour tous lesr entre 0 etd− 1.
Les coefficientsAr(i, j) sont touśegauxà 0 oud × Q(j). Dans ce cas la loi limite
dépend de la loi initiale.
En résuḿe si on se trouve sur la période il y a convergence et sinon il y a divergence.
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4 Exercices

4.1 Weather in the Land of Oz

Sur un temps assez long, peut-on prévoir la proportion de jours de neige, de pluie et
de soleil au pays d’Oz ? Dans l’affirmative faut-il attendre très longtemps pour que ces
prévisions soient bonnes ?

4.2 Châıne produit

SoientX1, . . . , Xn, . . . des variables aléatoires ind́ependantes et de même loi :

P(Xi = −1) = p P(Xi = +1) = 1− p

avec0 ≤ p ≤ 1
On poseZ0 = 1 et pour tout entiern ≥ 1 on poseZn =

∏n
i=1Xi.

1. Quel est l’espace d’états de la chaı̂neZn ? Montrer que(Zn)n∈N est une châıne
de Markov homog̀ene. D́eterminer sa matrice de transition et sa loi initiale. Les
variables aĺeatoiresZ0, Z1, Z2, . . . sont-elles ind́ependantes entre elles ? (la réponse
dépend de la valeur dep.)

2. Établir que les probabilité de transition dans le temps (i.e. P(Zn+k = j|Zk = i))
sont donńees par la matrice :(

1− pn pn

pn 1− pn

)
avecpn = 1−(1−2p)n

2

3. Déduire du2 que la variable aléatoireZn poss̀ede une loi limite quandn → +∞
et d́eterminer cette loi limite.́Etablir ensuite que la suite de variables aléatoires
(Zn, Zn+1) converge en loi et d́eterminer sa loi limite dans le cas où p ∈]0, 1[.

4.3 Reproduction diploide

On consid̀ere une population diploidèa deux all̀elesA et a et à ǵeńerations non recou-
vrantes. L’objectif est de d́eterminer les fŕequences limites des divers génotypesAA,Aa,
aa dans le cas d’accouplement entre frère et sœur. Pour cela, on vaétudier les fluctuations
au cours du temps des fréquences des types d’accouchements.
Pour cette populations il existe six types distincts de couple :E1 = AA × AA, E2 =
AA× Aa, E3 = Aa× Aa, E4 = Aa× aa, E5 = AA× aa, E6 = aa× aa. Les couples
vont donner des descendants du typeb1 = AA, b2 = Aa et b3 = aa.

1. Donner les probabilit́e P(b1|Ei), P(b2|Ei), P(b3|Ei) ; i = 1, . . . , 6. On pŕesentera
les ŕesultats sous forme de tableau.

2. Parmi les descendants directs d’un coupleC0 on fait des croisements frère-sœur :
on choisit au hasard des individus de sexe opposé pour recŕeerC1.
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32 Exercices

(a) Expliquer pourquoi on d́efinit ainsi une châıne de Markov

(b) Calculer la matrice de transitionΠ = (πi,j)1≤i,j≤6 où πi,j est la probabilit́e
qu’un couple fr̀ere-sœur soit du typeEj alors que les parents sont du type
Ei.

(c) Faire le graphe deśetats. Commenter. Quellesévolution pŕevoyez-vous pour
la châıne ?

3. SoitLn le vecteur de la loi des croisementsà lan-ième ǵeńeration :

Ln = (P(Cn = E1),P(Cn = E2), . . . ,P(Cn = E6))

(a) Quelle relation de ŕecurrence v́erifieLn ? Donner l’expression deLn en fonc-
tion deL0 et deΠ.

(b) Déduire du graphe deśetats queΠn converge quandn tend vers+∞ vers
une matriceΓ que l’on d́eterminera. En d́eduirelimn→+∞ Ln en fonction de
L0.

(c) Trouver la limite deLn quandn→ +∞ dans les trois cas suivants :
• L0 est une loi d́eterministe en un croisementEi (i = 1, . . . , 6)
• Le couple initial aét́e choisi au hasard dans une population où la propor-

tion de g̀eneA est 1/2
• Le couple initial áet́e choisi au hasard parmi les individus rouges de cette

population (AA : rouge,Aa : rouge,aa : blanc).

(d) Quelles sont les fŕequences limites des génotypesAA, Aa, aa?

4.4 Châıne de Wright

Chaque populationFn (n est l’indice de ǵeńeration) est forḿee de2N gènesA et a.
On consid̀ere une reproduction (haploide) de type aléatoire pur : on tire dansFn avec
réṕetition,2N gènes pour formerFn+1. Les2N tirages sont ind́ependants. On noteYn le
nombre de g̀enesA dans la populationFn.

1. Quelle est la loi deYn+1 sachantYn = j ? Calculer son espérance.

2. Montrer queYn est une châıne de Markov. Quelle est la nature desétats de cette
châıne ? Que peut-on prévoir comméevolution pourYn ?

3. On noteΠ la matrice de transition de cette chaı̂ne. Montrer que :

E(Yn|Y0 = j) =
2N∑
k=0

k(Πn)(j, k)

où (Πn)(j, k) est laj ème ligne,kèmecolonne de la matriceΠn.
En admettant la propriét́e de la martingaleE(Yn|Yn−m) = Yn−m en d́eduirelimn→+∞ Πn.

4. En fonction de la loi initiale donner les probabilités d’absorption par 0 et2N .

Application à une loi initiale déterministe • F0 contient le m̂eme nombre de g̀enes
A que de g̀enesa
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• F0 contient trois fois plus de g̀enesA que de g̀enesa.
• F0 contient trois fois moins de gènesA que de g̀enesa.

Application à une loi initiale quelconque • F0 a autant de chances de contenir
0, 1, 2, . . . , 2N gènesA.

• F0 a deux chances sur trois de contenir le même nombre de g̀enesA que
de g̀enesa et une chance sur trois de contenir deux fois plus de gènesA
que de g̀enesa.

• Le nombre de g̀enesA dans la populationF0 suit une loi binomialeB(2N, p).

5. Reprendre le problème avec un avantage sélectif du g̀eneA :

P(Yn+1 = k|Yn = j) = Ck
2N(pj)

k(1− pj)
2N−k

avecpj = 1−e−
js/N

1−e−2s où s > 0.

On admettra quee−2sYn a la propríet́e de la martingale, c’est-à-dire queE
(
e−2sYn|Yn−m

)
=

E
(
e−2sYn−m

)
4.5 Châıne d’Ehrenfest

Onétudie l’́echange des molécules entre deux compartiments notés 1 et 2. On admolécules
numérot́ees1, 2 . . . , d. À chaque instant, on tire au hasard une molécule que l’on change
de compartiment.
Xn est le nombre de molécules dans le premier compartimentà l’instantn.

1. Montrer que(Xn) est une châıne de Markov dont on donnera la matrice de transi-
tion Π.

2. Étudier la nature deśetats de cette chaı̂ne. Que peut-on en déduire ?

3. En supposantX0 de loi binomialeB (d, 1/2) déterminer la loi deX1. Qu’en d́eduit-
on ?

4. De la distribution invariante et de la période de la châıne, d́eduirelimn→+∞ Πn.
Conclure sur la limite de la chaı̂ne.

5. Application : d́ecrire ce qui se passe sid = 3 et si :

(a) au d́epart,toutes les molécules sont dans le premier compartiment.

(b) au d́epart, chaque molécule est plaćee au hasard.

6. Châıne d’Ehrenfest modifíee

Lorsque la moĺecule aét́e extraite d’un compartiment, on tire au sort (avec des
probabilit́eségales) dans quel compartiment on la met.
Déterminer la matrice de transition et la distribution invariante de la chaı̂ne ainsi
modifiée.Étudier la loi limite.
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Chapitre 5

Processus de branchement (ou de
ramification ou de Galton-Watson)

1 Description du proccessus

Ces processus sont utilisés pour d́ecrire l’évolution des populations, la croissance (ou la
décroissance) de leurs effectifs, les probabilités d’extinction, etc.
On consid̀ere qu’̀a la ǵeńeration 0 on a 1 individu. Cet individu peut avoir des descen-
dants qui constituent la géńeration 1. Chaque individu peut avoir des descendants qui
constituent la ǵeńeration 2.
Les exemples d’application de ces processus sont nombreux en physique, enépid́emiologie,
en ǵeńealogie ou encore en géńetique.
La survivance des noms de famille est un des premiers exemples de ce processus. Sir
Galton (fondateur de l’euǵenisme et cousin de Darwin) posa le problème de l’extinction
des noms de famille au cours des géńerations. Watson fut le premierà proposer une so-
lution math́ematiquèa ce probl̀eme. Dans ces modèles, les seuls descendants considéŕes
sont les enfants m̂ales.
On noteYn l’effectif à la ǹemegéńeration etXj,n le nombre de descendants du jèmeindividu
à la ǹemegéńeration (j = 1, . . . , Yn).
Par d́efinition, une ǵeńeration est́egaleà la ŕeunion des descendants de tous les individus
de la ǵeńeration pŕećedente :

Yn = X1,n−1 + · · ·+XYn−1,n−1 =

Yn−1∑
j=1

Xj,n−1

On suppose que les individus se reproduisent indépendamment les uns des autres et que
le nombre de descendants suit une loi qui ne dépend ni de l’individu parent ni de la
géńeration.

{Xn,j : n ≥ 0 et1 ≤ j ≤ Yn−1} i.i.d.

Le ph́enom̀ene suit une loi stable au cours du temps et indépendante des individus. On
note

pk = P(Xn,j = k) = P(X = k)
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36 Description du proccessus

La loi deX est entìerement d́etermińee par lespk (qui ne d́ependent ni den ni dej).
On note que si il existek tel queP(X = k) = 1 (i.e. on est ŝur que chaque individu a
exactementk descendants) alors le processus est déterministe.

Théorème 5.1Si ∀k P(X = k) < 1 et si P(X ≤ 1) = 1 alors P(Yn = 0)
n→+∞−→ 1.

C’est-̀a-dire que la population s’éteint.

Théorème 5.2Si∀k P(X = k) < 1 et siP(X ≤ 1) < 1 alors

∀k 6= 0 P(Yn = k)
n→+∞−→ 0

et
P(Yn = 0)

n→+∞−→ π

Soit la population s’́eteint (avec une probabilitéπ), soit elle explose (avec une probabilité
1− π)

Le but est donc de d́eterminer la probabilit́e d’extinctionπ.

1.1 Fonction ǵeńeratrice

Définition 5.1 SiX est une variable aléatoireà valeurs dansN, on d́efinit :

∀s ∈ [0, 1] G(s) = E(sX) =
+∞∑
k=0

skP(X = k)

On note que :
• G(0) = P(X = 0)
• G(1) = 1
• G′(1) = E(X)

Exemple :SiX ∼ P(λ) alorsG(s) =
∑+∞

k=0 s
k λk

k!
e−λ = e−λesλ = eλ(s−1)

1.2 Étude du processus de branchement(Yn)

On noteGn la fonction ǵeńeratrice deYn.
Gn(0) = P(Yn = 0)

Proposition 5.1 Gn = G ◦Gn−1 oùG est la fonction ǵeńeratrice de la loi de la descen-
danceX.

Donc :

Gn(0)︸ ︷︷ ︸
n→+∞−→ π

= G

Gn−1(0)︸ ︷︷ ︸
n→+∞−→ π

 ⇐⇒ π = G(π)

Théorème 5.3π est la plus petite racine positive de l’équationG(s) = s

Théorème 5.4 Il y a deux cas :
• SiG′(1) = E(X) ≤ 1 alorsπ = 1
• SiG′(1) = E(X) > 1 alorsπ < 1 etπ est la plus petite racine positive deG(s) = s
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2 Exercices

1. Étudier les processus de branchement dont la loi de la descendance est définie par :

(a) P(X = 0) = P(X = 3) = 1/2

(b) P(X = 0) = p0, P(X = 1) = 1−p0. Dans ce caśetudier la loi de la variable
aléatoireT : instant òu la population s’́eteint.

(c) P(X = 0) = p, P(X = 2) = 1− p.

(d) P(X = 0) = p, P(X = N) = 1− p.

(e) X suit une loi binomialeB(N, p)

(f) X = Y − 1 où Y suit une loi ǵeoḿetrique de param̀etrep : P(Y = k) =
p(1− p)k−1, k ∈ N

(g) X suit une loi de Poisson de paramètreλ.

2. On suppose que tout homme dans une certaine sociét́e a exactement trois enfants,
avec des probabilités 1/2 pour chaque enfant d’être un garçon ou une fille.

(a) Étudier le processus de branchement associé et la probabilit́e d’extinction du
nom de famille d’un homme donné.

(b) Si un homme donńe a deux garçons et une fille, quelle est la probabilité que
son nom ne s’́eteigne jamais ?

3. Étudier le processus de branchement pour lequelY0 = N .

4. Au temps 0, une culture sur le sang commence avec une cellule rouge. Au bout
d’une minute, la cellule rouge meurt et donne naissanceà l’une des combinaisons
suivantes (avec les probabilités indiqúees) :
• 2 cellules rouges avec une probabilité de1/4
• 1 cellule rouge, 1 cellule blanche avec une probabilité de2/3
• 2 cellules blanches avec une probabilité de1/12

Chaque cellule rouge fonctionne de la même façon et chaque cellule blanche meurt
au bout d’une minute sans reproduction.

(a) Modéliser l’évolution de la population

(b) Quelle est la probabilité qu’aucune cellule blanche n’apparaisse avant le
tempsn+ 1/2 ?

(c) Quelle est la probabilité que la culture toute entière meure ?
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